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致 读者 
































本 书 涵盖 了 形形色色 的 数学 题目 ， 从 小 学 生 都 能 明白 的 简单 问题 ， 到 

































































学 生 也 难以 理解 的 难题 。 
本 书 中 通过 语言 、 图 形 以 及 数学 公式 表达 登场 人 物 的 思路 。 

如 果 不 太 明 白 数 学 公式 的 含义 ， 请 先 看 看 就 好 ， 继 续 看 下 面 的 夏 如 
拉 会 跟 您 一 同 前 行 。 


请 擅长 数学 的 读者 ， 不 要 仅仅 阅读 故事 ， 也 务必 一 同 探究 数学 公式 。 
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如 此 ， 便 可 品味 到 深 埋 在 故事 中 的 别 样 趣味 。 
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言 息 ， 可 查阅 以 下 URL。 
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Dll 








光 让 事情 留 在 记忆 里 总 不 行 啊 ， 
需要 回忆 出 来 大 家 共享 的 。 
小 林 秀 雄 





我 忘 不 了 。 
我 怎么 也 忘 不 了 高 中 时 期 因数 学 而 结缘 的 她 们 。 
她 们 是 用 一 流 的 解法 打动 我 的 才女 一 一 米尔 嘉 ， 认 真 向 我 发 问 的 活力 













































































回想 起 那 时 的 岁月 


首 的 想法 。 这 些 数 学 公式 不 会 随 着 时 间 的 推移 而 显得 落伍 或 陈旧 ， 而 是 向 





















































， 我 脑海 中 顿时 浮现 出 一 个 个 计算 公式 、 一 个 个 新 































































































展现 了 欧 几 里 得 、 高 斯 、 欧 拉 等 数学 家 们 烟 烟 生 辉 的 才思 。 
一 一 数学 穿越 时 空 。 
我 一 边 想 着 那些 计算 公式 ,一 边 体会 着 古 时 候 数学 家 们 体验 到 的 那 份 
















































































感动 。 即 便 是 几 百 年 前 就 已 经 被 证 明 的 也 没关系 ,现在 我 一 边 退 溯 理 论 










































































自 己 的 东 do 
通过 数学 穿越 时 空 。 
刁 上 及 


密林 ， 找 出 宝藏 ， 数 学 就 是 这 样 一 种 令 人 兴奋 的 寻宝 游戏 。 


里 头 苦 思 的 东西 一 定 是 




























































































比拼 智力 ， 寻 找 最 牛 的 解法 ， 数 学 就 是 这 样 一 场 激 烈 的 战斗 。 

那 时 ， 我 开始 使 用 名 叫 数 学 的 武器 。 但 是 ， 那 种 武器 往往 过 于 巨大 ， 
很 多 时 候 不 能 灵活 操控 。 这 种 感觉 正如 我 很 难 操控 自己 年 轻 时 的 青 汲 ， 很 
难 控制 对 她 们 的 思念 一 样 。 
































































































































光 让 事情 留 在 记忆 里 总 不 行 啊 ， 需 要 回忆 出 来 大 家 共享 的 。 



























































那 我 就 从 高 一 的 春天 开始 讲 起 吧 。 











第 1 章 


数列 和 数学 模型 





ls 2， 3。 3 是 1。 
1; 2， 36 汪汪 .26 
一 一 大 岛 己 子 , 《 棉 之 国 星 》 


1.1 机 花 树 下 














那 古 局 的 春天 。 


Sy 


学 典礼 那天 ， 春 光明 媚 。 























































































































“美丽 的 樱花 开 了 …… 大 家 在 新 学 期 新 起 点 之 际 …… 在 这 有 着 悠久 历 
史 的 校舍 里 …… 努 力学 习 、 努 力 锻炼 …… 少 年 易 老 学 难 成 ……” 


























DE 





























校长 那 宛 长 的 致辞 简直 引 人 入 睡 , 我 借 着 扶正 眼镜 的 机 会 强 忍 住 了 呵 欠 。 

开学 典礼 结束 后 ， 我 在 回教 室 的 途中 悄悄 地 渔 了 出 来 ， 独 自 一 人 漫步 
在 校内 的 樱花 树林 间 。 周 围 连 个 人 影 都 没有 。 

我 现在 15 岁 。15 岁 、16 岁 、17 岁 …… 毕 业 的 时 候 我 将 18 岁 了 。 有 
一 个 4 次 方 的 数字 和 一 个 质数 。 













































































































































































2 第 1 章 数列 和 数学 模型 





15=3.5 
i16 DD 4 次 方 数 
17=17 质数 


18=2.3.3=2.3? 



































现在 教室 里 同学 们 一 定 正 进行 着 自我 介绍 。 我 不 擅长 自我 介绍 ， 究 竞 






























































部 
“我 喜欢 数学 ， 兴 趣 是 讨论 计算 公式 。 请 多 多 关照 。 
























































算 了 ， 管 他 呢 。 静 静 地 上 课 ， 在 谁 都 不 会 去 的 图 书 室 学 数学 ， 就 这 样 
像 初 中 时 一 样 度 过 高 中 三 年 的 时 光 吧 。 
上 映 入 眼帘 的 是 一 棵 硕大 的 樱花 树 。 











































































































树 下 站 着 一 个 少女 ， 她 正 拾 头 仰望 着 那 棵 樱花 树 。 









































我 想 : 她 是 位 新 生 吧 ， 大 概 和 我 一 样 也 是 溜 出 来 的 。 

我 也 抬头 望 了 塑 那 棵 樱花 树 。 模 模糊 糊 的 花色 遮 住 了 天 空 。 
刊 起 一 阵风 ， 炎 舞 着 的 樱花 花 汶 将 少女 囊 住 。 
少女 也 看 到 了 我 。 
她 身材 高 挑 ， 长 发 乌黑 亮丽 ， 嘴 巴 紧 闭 着 ,一 副 认真 的 表情 。 脸 上 架 
着 副 金 丝 眼镜 。 

她 清楚 地 念 着 :“1, 1, 2, 3。” 

































































R= 
































































































































1.1 樱花 树 下 3 























念 完 这 4 个 数字 之 后 , 少女 便 不 出 声 了 , 用 手指 着 我 , 好 像 在 说 :“ 喂 ! 









































你 ， 请 回答 接 下 来 的 数字 。 
我 指 着 自己 :“ 要 我 回答 ?” 






































她 没有 说 话 ， 而 是 点 了 点 头 。 食 指 仍然 指向 我 。 
到 底 是 什么 呢 ? 在 樱花 树丛 中 好 好 地 散 着 步 ， 为 什么 非 要 做 什么 猜 数 
字 的 游戏 呢 ? 对 了 ， 刚 才 她 说 的 是 什么 呢 ? 
我 回想 她 刚才 的 题目 :“1, 1, 2, 3。” 
啊 ， 原 来 如 此 。 我 知道 了 。 
“1, 1, 2, 3 的 后 面 接着 的 数字 是 5， 接 下 来 是 8， 再 接 下 来 是 13， 然 
后 是 21， 然 后 再 是 ……” 我 开始 滔滔 不 绝地 
她 回 我 伸 出 手掌 ， 示 意 我 不 要 说 了 。 
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接着 ， 她 给 我 出 了 另外 一 道 题 ， 又 是 4 个 数字 。 




















































































































有 

她 又 指向 我 。 

这 是 在 考 我 吗 ? 

i WE We 1 

我 突然 一 下 子 找到 了 规律 。 

我 回答 说 :“1, 4, 27, 256， 接 下 来 是 3125 吧 ， 再 接 下 来 是 …… 心 算 
是 不 行 了 。” 

她 听 到 我 说 “心算 是 不 行 了 ”之 后 神色 显得 有 些 不 满 ， 摇 了 摇头 ， 便 
告诉 了 我 答案 。 

“1, 4, 27, 256, 3125, 46656, … ”她 的 声音 很 响亮 。 
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接着 ， 她 闭 上 眼 ， 头 微微 朝 上 抬 起 ， 好 似 正 在 仰望 樱花 树 。 食 指 朝 着 
天 空 飞快 地 写 着 些 什么 。 
唯一 从 这 个 女孩 口中 说 出 的 只 是 些 数 字 ， 她 漫不经心 地 将 那些 数字 排 
列 起 来 ， 略 做 些 手势 。 但 是 我 的 目光 却 一 直 盯 着 这 个 与 众 不 同 的 女孩 。 她 
到 底 想 干什么 ? 


| 






























































































































































她 朝 我 这 里 看 了 看 。 








6 15 35 77 


又 是 4 个 数字 。 
“6, 15, 35, 77。” 
我 心 想 , 这 题 好 难 啊 。 我 开动 脑筋 拼命 思考 ，6 和 15 是 3 的 倍数 ， 
但 是 35 却 不 同 了 ，35 和 77 是 7 的 倍数 。 如 果 可 以 在 纸 上 写 写 的 话 应 该 
马上 能 解 出 来 。 
我 明了 她 一 有 眼 ， 栅 花 树 下 的 女孩 还 笔 挺 地 站 在 那里 , 很 认真 地 看 着 我 ， 
甚至 都 不 拌 一 下 蒜 落 到 头发 上 的 楼 花花 沽 。 那 副 认真 的 模样 仿佛 是 在 考试 









































































































































































































































“ 啊 ， 我 知道 了 。” 

我 刚 一 说 ， 她 顿时 变 得 神采 奕奕 ， 微 微 一 笑 。 我 第 一 次 看 到 她 笑 ， 便 

情不自禁 地 大 声 回 答 : 
“6, 15, 35, 77 的 后 面 是 133。” 

她 摇 了 摇头 , 长 发 蒜 动 , 花 汶 也 随 之 丈 沙 。 她 的 表情 仿佛 在 说 :“ 哎 呀 呀 ， 
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2， 目 忆 条 汪 














“计算 错误 !1” 她 的 手指 磁 了 下 有 眼镜 。 






































计算 错误 ? 啊 ， 真 的 算 错 了 。11 乘 以 13 应 该 是 143， 而 不 是 133。 





她 又 继续 出 了 下 一 题 。 





5930200390 20l0mls 














这 次 是 6 个 数字 。 我 考虑 了 一 下 ， 最 后 一 个 18 最 令 人 头疼 ， 如 果 是 
2 就 好 了 ， 现 在 的 数字 看 上 去 乱七八糟 ， 没 有 规则 。 啊 ， 不 对 ， 这 些 都 是 
偶数 。 我 知道 了 ! 

“ 接 下 来 是 4, 12, 10, 6, .… ， 这 道 题 真 伤 脑子 。 我 说 道 。 


“是 吗 ? 但 你 不 是 解 出 来 了 嘛 。” 







































































































































































她 装模作样 地 说 着 ， 走 向 我 伸 出 手 。 她 的 手指 又 细 又 长 。 
我 心 想 : 难道 她 要 和 我 握手 吗 ? 
于 是 ， 我 莫名 其 妙 地 握 住 了 她 的 手 。 她 的 手 又 柔软 又 温暖 。 
“我 叫 米 尔 嘉 ， 请 多 多 关照 。 

这 就 是 我 和 米尔 需 的 狠 近 。 






















































































1.2 自己 家 


夜晚 。 
喜欢 夜晚 。 家 人 入 睡 后 ， 我 就 可 以 有 大 的 时 间 ， 拥 有 一 个 没 
人 打扰 的 世界 。 我 喜欢 自己 一 个 人 度 过 那 段 时 间 ， 打 开 书 ， 探 索 世 界 。 我 
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思考 数学 问题 ， 癌 入 那 深 家 的 密 密 层 林 。 在 那里 ， 我 发 现 了 珍稀 动物 、 清 
澈 得 令 人 吃 恢 的 湖 ， 还 有 需要 抬头 仰望 的 大 树 。 令 我 意 想 不 到 的 是 ， 还 遇 
到 了 美丽 的 花茶 。 

她 就 是 米尔 嘉 小 姐 。 
第 一 次 见面 就 和 我 进行 那样 的 对 话 ， 她 真是 个 奇怪 的 女孩 。 她 一 定 非 
第 喜欢 数学 吧 。 她 连 开场 白 都 没 说 ， 就 直接 给 我 出 数列 的 脑筋 急 转 弯 题 ， 
简直 像 考试 一 样 。 我 是 不 是 合格 了 呢 ? 我 握 了 她 的 手 ， 那 柔软 的 手 ， 球 着 
淡淡 的 清香 ， 真 的 是 很 淡 的 清香 一 一 女孩 独特 的 香味 。 





































































































































































































































































































女孩 啊 。 














nf 
: 


我 摘 下 眼镜 ， 把 它 搁 到 书 课 上 ， 闭 上 眼睛 ， 开 始 回想 我 和 米尔 吉之 
的 对 话 。 

一 开始 的 题目 “1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, .… ”是 斐 波 那 契 数列 。1, 1 后 面 
的 数字 是 将 前 两 个 数字 相 加 ， 所 得 的 和 成 为 接 下 来 的 数字 。 







































































1, 1, 1+1=2, 1+2=3, 2+3=5, 3+5=8, 5+8=13, .… 























这 种 数列 。 








第 二 道 题 “1, 4, 27, 256, 3125, 46656, .….” 则 是 下 钾 
































1 D2 3 A Be O00 























也 就 是 说 ， 这 个 数列 中 的 各 项 是 nn 的 n 次 方 ，4 的 4 次 方 、5 的 5 次 方 之 前 
心算 还 没 问题 ，6 的 6 次 方 的 话 ， 心 算 就 不 太 可 能 了 。 
第 三 道 题 “6, 15, 35, 77, 143, … ”的 数列 如 下 。 












































2xX3, 3 65, XT T1111 18 





















































也 就 是 “质数 x 后 一 个 质数 ” 的 形式 。 可 是 我 把 11 x 13 算 错 了 ,真是 丢 























最 后 一 道 题 是 “6， 



































因为 这 个 数列 





T= 3.141592653.… 


二 多 


一 








了 我 的 “计算 错误 ”。 
2, 8, 2, 10, 18, 4, 12, 10, 6, …”。 这 道 题 很 难 

















3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,... 
6, 2, 8, 2, 10, 18, 4, 12, 10, 6,.. 
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Em 








解 这 道 题 必须 要 
数列 模式 ， 就 无 ; 








记忆 啊 。 


我 喜欢 数学 。 比 起 记忆 背诵 ， 我 更 喜欢 思考 。 妃 浏 ; 
































从 题 。 





















































圆周 率 rx 中 的 每 位 数字 乘 以 2 而 得 到 的 。 











d 周 率 
各 位 数 
各 位 数 的 2 信 

















周 率 x 的 各 位 数字 。 如 





:脑海 里 没有 这 新 








tk 










































































EE 























据 新 东西 才 是 数 全 











是 要 背诵 的 话 ， 只 


















































过 去 不 是 数学 ， 











要 靠 脑子 死记 硬 背 就 可 以 了 。 






























































记 人 名 、 记 地 和 名、 背 

















背 元 素 符号 等 , 这 些 都 无 法 i 

















行 ] E 理 计算 o 1 






































目 后 ， 我 就 会 提 


























巴 材料 和 道具 ( 笔 和 


























数学 却 不 同 。 
列 到 桌 上 。 我 一 直 认 为 数学 不 是 靠 记 忆 ， 
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isp 
米尔 嘉 佬 吕 








.让 EE 
十 于 心 

















但 是 ， 我 又 突然 觉察 到 数学 也 许 不 是 那么 简 























“6, 2, 8, 2” 这 道 题 时 ， 为 什么 
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直 说 到 “6, 2, 8, 2, 10, 18” 呢 ? 那 是 因为 如 
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单 说 “6, 9 8, D7 还 











我 们 无 法 发 现 其 






























































一 SN 

eh 

Es 

上 上 
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其 他 简单 的 答 

















可 能 联想 至 


一 








以 下 数列 。 























6, 2， 8, 2， 10;2; 12, 2, > 












































有 这 样 的 联想 
一 个 2 作为 间隔 。 











原来 米尔 嘉 在 出 i 























9 然 的 吧 。 也 就 是 说 ， 在 连续 的 介 








时 想 得 如 此 周密 啊 。 

















说 “6, 2, 8, 2 ”的 话 ， 
实 是 圆周 率 x 的 各 位 数字 的 2 倍 。 我 们 还 可 和 月 
设 题 目 只 是 “6, 2, 8, 2, 10, … ”的话 ， 我 们 i 





纸 等 ) 都 排 


数 之 间 放 入 












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































8 第 1 章 数列 和 数学 模型 

“但 你 不 是 解 出 来 了 嘛 。” 

她 似乎 预料 到 我 能 够 解 出 这 道 题 。 我 突然 想到 她 那 装 模 作 样 的 表情 。 

米尔 嘉 啊 。 

在 这 样 一 个 春色 满 园 ， 楼 花 球 落 的 地 方 ， 她 显得 有 此 格格不入。 她 有 
着 一 头马 黑 亮 丽 的 秀 发 ， 宛 知 指挥 家 般 修 长 的 手指 ， 温 暖 的 小 手 ， 淡 淡 的 
清香 。 

不 知 怎么 的 ， 我 一 直 想 着 米尔 嘉 的 事情 。 

1.3 ”数列 智力 题 没有 正确 答案 

“ 喂 ， 米 尔 嘉 ， 那 时 为 什么 考 我 数列 智力 题 呀 ? ”我 问 米尔 嘉 。 

“什么 那 时 呀 ? ”米尔 亮 抬 起 头 ， 停 止 了 计算 。 

这 里 是 图 书 室 。 尾 意 的 春风 透 过 打开 的 窗子 徐徐 吹 来 ， 已 经 可 以 依稀 
看 到 法 国 梧桐 冒 出 一 片 片 嫩 叶 。 远 处 的 操场 上 还 隐约 传 来 棒球 队 的 练习 声 。 

已 经 五 月 了 。 

新 学 校 ， 新 教室 ， 新 间 学 ， 随 着 时 间 的 流逝 ， 新 鲜 感 也 在 逐渐 减少 ， 
我 开始 过 起 普 普 通通 的 每 一 天 。 

我 没有 参加 任何 课外 社团 , 也 就 是 说 我 参加 了 “ 回 家 族 社团 ”。 虽说 如 此 ， 
昌 我 也 不 是 放学 后 就 立即 回 家 。 参 加 完 师 生 座谈 会 后 , 我 一 般 都 去 图 书 室 ， 
因为 那里 便于 我 推导 数学 公式 。 

我 初中 时 也 是 这 样 ， 不 参加 社团 活动 ， 放 学 后 去 图 书 室 。 我 经 常 在 那 
里 读 读书 ， 看 看 窗外 的 绿色 ， 复 习 预 习 上 课 的 内 容 。 

我 最 喜欢 的 就 是 展开 数学 公式 。 我 经 常 将 课堂 上 学 过 的 公式 写 在 笔记 
本 上 ， 然 后 自己 再 进行 公式 变形 ， 以 学 到 的 定义 为 基础 进行 公式 推导 。 根 
据 定义 进行 变形 ， 思 考 是 否 能 举 出 具体 例子 ， 思 考 如 何 证 明 。 在 这 一 过 程 



































1.3 数列 智力 题 没 有 正确 答案 9 

















' 我 感到 很 快乐 。 我 喜欢 把 这 些 过 程 都 写 在 笔记 本 上 。 
我 不 喜欢 运动 ， 也 没有 什么 朋友 和 我 一 起 玩 ， 唯 一 的 乐趣 就 是 一 个 人 
面 朝 笔记 本 写 写 算 算 。 虽 然 是 自己 写 这 些 数学 公式 ， 但 并 不 是 说 一 定 能 按 
照 自己 所 想 的 那样 把 公式 写 出 来 。 因 为 公式 是 有 规律 的 ， 而 有 规律 的 地 方 
就 存在 着 游戏 。 这 是 最 最 严密 、 最 最 自由 的 一 种 游戏 。 历 史上 的 数学 家 们 
也 都 是 挑战 厦 这 种 游戏 过 来 的 。 这 个 游戏 只 需要 使 用 铅笔 、 笔 记 本 和 自 
的 脑子 就 行 了 。 我 对 数学 的 迷恋 简直 达到 了 狂热 的 程度 。 
所 以 ， 成 为 一 名 高 中 生 后 ， 我 打算 继续 享受 我 一 个 人 往返 于 攻 
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但 是 这 个 计划 却 落 空 了 。 
这 是 因为 来 图 书 室 的 不 止 我 一 个 人 。 
另 一 个 人 就 是 米尔 嘉 。 
她 和 我 是 同班 同学 。 她 每 三 天 来 一 次 图 书 室 。 
当 我 正在 计算 的 时 候 ， 手 中 的 铅笔 突然 被 她 拿 起 ， 接 着 她 就 旁若无人 
地 在 笔记 本 上 写 了 起 来 。 喂 ， 这 可 是 我 的 笔记 本 啊 。 
但 是 ， 我 并 不 讨厌 她 那样 。 她 所 说 的 数学 题 虽 然 比较 难 ， 但 是 也 很 丰 
趣 ， 非 常 刺 激 。 
米尔 嘉 拿 着 我 的 铅笔 轻 轻 地 襄 了 项 我 的 太阳 穴 ， 问 我 :“ 那 时 是 指 什 
么 时 候 的 事情 呀 ?” 
“就 是 我 们 初次 见面 的 时 候 ， 在 樱花 树 下 。” 我 回答 道 。 
“ 啊 ， 是 吗 ? 我 没有 理由 出 数学 题 考 你 呀 。 我 只 是 临时 想到 而 已 。 为 
什么 突然 又 提起 这 件 事情 
“我 也 正好 是 突然 想到 。” 我 说 。 
她 又 问 我 :“ 你 喜欢 那 种 吞 力 题 吗 ?” 
“一 般 吧 ， 我 并 不 讨厌 。 我 答 道 。 
“这 样 啊 。“ 数 列 智力 题 没 有 正确 答案 ” 这 个 说 法 你 知道 吗 ? ”她 问 我 。 
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“什么 意思 呀 ?” 我 被 弄 得 丈 二 和 尚 摸 不 着 头 。 
米尔 嘉 举 了 个 例子 问 我 :“ 比 如 说 ， 你 认为 1, 2, 3, 4 接 下 来 的 数字 是 

































































我 不 假 思 索 地 说 :“ 那 自然 是 5 唆 。1,， 2, 3, 4, 5,… 这 样 
去 唉 。 
“ 那 可 不 一 定 哦 。 比 如 1, 2, 3, 4 后 面 突然 变 成 10, 20, 30, 40， 然 后 
突然 又 增加 到 100, 200, 300, 400, .… 这 样 的 数列 也 是 有 可 能 的 。” 她 半 
出 反例 。 
我 说 :“ 这 样 的 题目 太 狭 独 了 。 一 开始 只 告诉 我 4 个 数字 ， 后 面 的 数 
字 却 突然 增 大 ， 这 太 过 分 了 。1, 2, 3, 4 的 后 面 突然 接 个 10， 这 种 情况 不 
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继续 下 
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“是 吗 ? 如 果 照 你 这 么 说 的 话 ， 那 要 看 到 第 几 个 数字 才 算数 呢 ? 数列 
是 无 限 延 续 的 ， 到 底 要 看 到 第 几 个 数字 才能 知道 剩 下 的 数字 是 什么 呢 ?” 
她 反问 道 。 

我 居然 大 悟 :“ 原 来 你 所 说 的 “数列 智力 题 没 有 正确 答案 ”就 是 这 个 意 
思 啊 。 题目 中 提供 的 数字 ， 其 后 面 的 变化 可 能 很 大 , 但 是 ，1, 2, 3, 4 后 
下 如 果 接 一 个 数字 10 的 话 ， 作 为 题目 而 言 太 无 聊 了 。” 

可 是 世上 的 事情 不 就 是 那样 吗 ? 谁 都 不 知道 接 下 来 会 发 生 什 么 。 事 
情 往 往 会 偏离 自己 所 预想 的 。 对 了 , 你 知道 这 个 数列 的 通 项 吗 ?” 米 尔 璐 说 着 ， 
在 笔记 本 上 写 下 了 以 下 数列 。 
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“ 嗯 ,我 也 吃 不 准 ， 似 懂 非 懂 的 感觉 ”我 说 。 
米尔 亮 说 :“ 看 到 1, 2, 3, 4 这 样 的 排列 的 话 ， 一 般 会 认为 接 下 来 的 数 














1.3 ”数列 智力 题 没 有 正确 答案 11 






































字 是 5， 对 吧 ? 但 是 不 对 ,不 是 5 而 是 6。 这 说 明 ， 如 果 只 告诉 我 们 一 点 
点 条 件 的 话 , 我 们 无 法 发 现 数列 的 规律 , 真正 的 数列 模型 是 一 眼看 不 出 来 的 。” 
我 “ 咽 ” 了 一 声 表示 赞同 。 

她 又 接着 说 :“ 如 果 看 到 1, 2, 3, 4, 6, 9， 你 一 定 会 认为 接 下 来 的 数字 
会 变 大 ， 对 吧 ? 但 是 不 对 ，9 后 面 的 数字 却 变 修了， 是 8。 我 们 原本 认为 
接 下 来 的 数字 是 逐渐 变 大 的 ， 但 突然 又 峰回路转 变 小 了 。 你 能 看 出 这 个 数 
列 模型 的 规律 吗 ?” 
“ 嗯 ， 让 我 想 想 。 如 果 去 掉 第 一 个 数字 1 的 话 ， 接 下 来 的 数字 都 是 2 
和 3 的 倍数 。 可 接 下 来 的 数字 变 小 我 却 想 不 通 了 。 我 说 。 

比如 说 ， 答 案 可 能 是 这 样 的 。 
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如 果 考 虑 2 和 3 的 指数 的 话 ， 这 个 数列 模型 就 逐渐 浮 出 水 面 了 。 她 说 。 


“ 嗯 ?是 吗 ? 我 不 太 明 白 呢 。 某 数 的 0 次 方 就 是 1。 但 仔细 一 看 ， 
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2030 =1, 2130 = 2, 2031 = 3,... 


























的 数列 确实 也 是 这 样 的 。 我 百 思 不 得 其 解 。 
“ 喝 ， 把 这 些 指数 写 下 来 你 也 不 理解 吗 ? 那么 ,我 们 这 样 来 总 结 一 下 。 

















m 
陪 































































































9092 ,D9 OL D3 Od 0 3 D9 D3 ONO a 
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指数 之 和 为 0 指数 之 和 为 1 指数 之 和 为 2 指数 之 和 为 3 











“原来 如 此 。 我 豁然 开 衣 。 

“但 是 说 起 2 和 3 的 倍数 呢 ……” 米尔 嘉 刚 开口 ， 图 书 室 的 入 口 处 便 

传 来 了 大 吵 大 喷 的 声音 ，“ 练 琴 的 时 间 快 到 了 , 你 怎么 还 不 出 去 放松 一 下 呀 ?” 
“ 呵 ， 我 想起 来 了 ， 今 天 是 训练 的 日 子 。 米尔 嘉 说 着 把 铅笔 还 给 我 ， 


朝 站 在 入 口 处 的 女孩 子 走 去 。 
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米尔 需 刚 要 迈 出 图 书 室 时 ， 又 回 过 头 来 对 我 说 :“ 什 么 时 候 有 空 的 训 
我 跟 你 说 关于 “世界 上 只 有 两 个 质数 ” 的 话题 。 








































































































说 完 她 就 可 站 图 书 室 里 只 剩 下 我 人 
为 什么 世界 上 只 有 两 个 质数 呢 ? 
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这 到 底 是 怎么 回 事 ? 
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一 封 名 叫 数学 公式 的 情书 





2.1 在 校门 口 








上 的 心里 全 是 你 。 


望 部 ,《 半 神 》 














我 已 经 读 高 二 了 ， 但 对 我 来 说 唯 






























































和 上 昨天 一 样 的 生活 今天 仍然 在 继续 ， 






















































































四 月 底 的 一 个 多 云 的 早晨 ， 我 在 校门 

















得 的 年 级 牌子 。 
还 这 人 么 认为 。 

















她 两 手 摊 着 个 白色 的 信封 ， 将 它 六 























名 其 妙 地 


























收 下 了 这 封 信 。 那 个 女孩 子 向 我 行 ] 

















她 比 我 矮 很 多 。 我 从 来 者 没有 



























































刚 入 学 的 新 生 吧 。 我 迅速 将 信 赛 入 衣服 

































































上 次 收 到 信 还 是 在 上 小 学 的 时 伤 


























， 一 个 文 班 
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干部 将 作业 题 和 一 封 信 一 起 交 给 了 我 。 信 上 和 写 着 :“ 大 家 都 等 着 你 哦 。 愿 
你 身体 快 点 好 起 来 ， 快 点 回 到 学 校 来 响 ” 与 其 说 是 信 ， 更 像 是 一 张 简单 
的 便条 。 
正如 过 去 米尔 嘉 对 我 所 说 的 :“ 谁 都 不 知道 接 下 来 会 发 生 什么 。” 和 了 昨 
天 一 样 的 生活 今天 不 一 定 会 继续 。 


上 上 课时， 衣服 口袋 里 的 那个 信者 
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5 挠 得 我 心里 发 痒 。 





























2.2 心算 智力 题 


“给 你 做 个 心算 小 测验 。1024 的 约 数 有 几 个 呀 ?” 
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F 休 的 时 候 ， 我 正 准 备 拿 出 那个 女孩 的 信 ， 米 尔 嘉 一 边 踢 着 奇 巧 威 化 
巧克力 ， 一 边 到 我 的 有 我 提问 。 因 为 中 途 不 能 换班 级 ， 所 以 到 了 高 
二 ， 我 和 米尔 嘉 仍旧 是 同班 同学 。 

“心算 吗 ? ”我 边 问 边 把 信 重 新 放 回 衣服 口袋 。 
“在 我 数 到 10 之 前 回答 我 。0, 1，2，3，…” 

等 等 。1024 的 约 数 ……1024 是 能 被 除 尽 的 数 吗 ? 可 以 被 1 除 吧 ， 被 
2 除 也 可 以 , 但 不 能 被 3 除 。1024 不 能 被 3 除 尽 , 但 是 可 以 被 4 除 尽 。 啊 ， 
对 了 ，1024 是 2 的 10 次 方 …… 我 开始 进行 紧张 的 计算 。 

“.…, 9, 10。 时 间 到 了 ， 算 好 了 吗 ? 几 个 呀 ?” 米 尔 嘉 问 。 

“11 个 。1024 的 约 数 有 11 个 。” 我 赶 


“完全 正确 。 你 是 怎么 计算 的 ? ”米尔 嘉 伸 出 舌头 栈 酥 泪 有 巧克力 的 手 
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化 答 道 
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“将 1024 进行 因数 分 解 得 到 的 是 2 的 10 次 方 。 也 就 是 说 ,将 1024 
变 成 10 个 2 相 乘 的 形式 。 我 回答 道 。 









































2.3 信 15 


1024=210=2x2x2x2x2x2x2x2x2x2 
C—O 


30 闪 ' 22 


我 接着 说 :“1024 的 约 数 能 够 被 1024 整除 。 也 就 是 说 ， 所 有 的 约 数 





必定 是 2 的 n 次 方 。n 古 












































E0 到 10 之 间 取 值 。 所 以 ，1024 的 约 数 就 是 以 下 














































































































































































































































































































a 
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 

听 了 我 的 回答 后 ， 米 尔 嘉 频频 点 闷 赞同 :“ 对 啊 。 那 我 就 接着 出 
下 一 题 唆 。 把 1024 的 所 有 约 数 相 加 ， 最 后 所 得 的 和 为 多 少 呀 ?” 

“米尔 嘉 ， 不 好 意思 ， 我 中 午 还 有 其 青 ， 我 过 会 儿 再 回答 你 ……… ” 
我 边 说 边 站 起 身 。 

米尔 嘉 突 然 被 我 打 断 间 话 ， 顿 时 露出 了 不 高 兴 的 神色 。 我 也 顾 不 上 这 
些 ， 匆 匆 离 开 了 教室 。 

可 是 ， 打 断 别人 间 话 很 没 礼貌 吧 。 米 尔 嘉 问 我 什么 来 着 ? 求 1024 的 
所 有 和约 数 之 和 是 吧 ? 我 一 边 想 着 一 边 朝 楼 上 多 。 
2.3 信 

虽说 是 午休 时 间 , 但 外 面 的 人 还 是 很 少 。 我 猜想 大 概 是 因为 天 气 不 好 
的 关系 吧 。 

在 信封 里 在 白色 的 信纸 ， 信 是 用 钢笔 写 的， 字迹 清秀 。 




































































我 是 今年 春天 刚 入 学 的 泰 采 拉 。 我 和 学 长 您 是 同一 所 初中 毕业 的 ， 
比 您 小 一 届 。 我 想 和 学 长 探讨 关于 如 何 才能 学 好 数学 的 问题 ， 所 以 写 


了 这 封 信 。 
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虽然 我 对 数学 十 分 感 兴趣 ， 但 是 从 初中 开始 我 的 数学 成 绩 就 不 好 。 
进入 高 中 后 ， 我 听 说 高 中 数学 是 非常 难 学 的 ， 所 以 想 向 学 长 讨教 一 下 
该 怎么 克服 这 个 薄弱 科目 。 
在 百 忙 之 中 打扰 您 ， 真 是 不 好 意思 ， 不 知道 您 是 否 愿意 与 我 探讨 
一 下 这 个 问题 呢 ?” 如 果 可 以 的 话 ， 今 天 放学 后 ， 我 在 阶梯 教室 等 
素 采 拉 











我 将 这 封 信 读 了 4 遍 。 
原来 是 这 样 ， 这 个 女孩 子 名 叫 泰 淋 拉 呀 。 她 和 我 在 同一 个 初中 ， 而 且 
是 比 我 小 一 届 的 学 妹 ， 我 真 的 一 点 都 不 记得 了 。 但 是 数学 不 好 的 
很 多 ， 更 不 用 说 是 刚 入 校 的 新 生 了 。 
暂且 不 说 这 封 信和 小 学 时 的 那 张 便条 也 差 不 了 多 少 。 我 完全 会 
错 意 了 。 唉 ! 算 了 ， 就 这 样 吧 。 

放学 后 ， 只 好 去 阶梯 教室 唉 。 
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2.4 放学 后 


“1024 的 所 有 约 数 之 和 算出 来 没有 啊 ?” 
















































































一 天 的 课程 结束 后 ， 我 正 准 备 去 阶梯 教室 ， 米 尔 嘉 突然 义 开始 对 我 发 
问 了 。 
“是 2047。” 我 立刻 回答 。1024 的 所 有 约 数 之 和 是 2047。 
“对 是 对 了 ， 但 那 是 因为 你 考虑 的 时 间 非 常 充分 吧 。 米尔 嘉 说 。 
“算是 吧 …… 再 见 。 我 向 她 道别 。 
“你 是 去 图 书 室 吗 ?” 顿 时 ， 她 的 眼神 中 掠 过 一 丝光 芒 
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2.5 ”阶梯 教室 
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能 不 去 图 书 室 了 ， 有 点 急事 。 我 说 。 
“ 嗯 ， 这样 啊 ， 那 我 给 你 布置 家 庭 作业 。” 她 说 。 
米尔 嘉 给 我 布置 的 家 庭 作业 
有 一 个 正 整 数 n， 如 何 求 出 n 的 所 有 约 数 之 和 ? 请 写 出 解 题 方法 。 
我 听 后 问 道 :“ 这 道 题 的 意思 是 不 是 要 用 n 来 表示 其 所 有 约 数 之 丰 
“不 是 ， 你 只 要 告诉 我 求解 的 步骤 就 可 以 了 。 她 说 。 


2.5 ”阶梯 教室 
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“ 啊 ， 真 对 …… 对 不 起 。 特 地 叫 您 来 一 次 ……” 

我 一 路 入 阶梯 教室 ， 就 看 见 一 个 紧张 地 等 待 着 我 出 现 的 女孩 子 。 她 就 
是 泰 人 条 拉 ， 怀 里 抱 着 笔记 本 和 铅笔 盒 。 

“学 …… 学 长 ,我 非常 想 和 您 交流 ， 可 是 我 却 不 知道 该 怎么 跟 您 说 。 
听 朋 友 说 ， 在 阶梯 教室 说 话 会 比较 方便 ， 所 以 就 ……” 

从 主教 学 楼 穿 过 中 心 花 园 ， 就 是 阶梯 教室 ， 物 理 课 和 化 学 课 一 般 都 在 
阶梯 教室 进行 。 教 室内 每 排 棒子 的 摆 放 呈 阶 梯 状 ， 最 低 处 是 讲 合 。 这 样 做 
是 为 了 让 教室 里 坐 着 的 所 有 学 生 都 能 看 清 讲台 上 老师 所 做 的 实验 。 

我 和 泰 条 拉 华 在 教室 最 后 一 排 的 长 椅 上 。 我 从 衣服 口袋 里 掏 出 今天 早 
晨 收 到 的 信 。 

“我 读 了 信 哦 。 但 不 好 意思 的 是 ， 我 不 太 记 得 你 了 。” 我 说 。 

她 拼命 地 摆 摆 右手 说 :“ 那 当然 ， 我 也 认为 您 不 会 记得 我 。 

我 接着 问 道 :“ 对 了 ， 你 是 怎么 知道 我 的 呀 ? 我 想 我 中 学 时 应 该 没 寻 
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么 受 人 瞩目 吧 。 我 是 一 个 不 参加 任何 课外 活动 的 男孩 子 ， 一 放学 就 往 图 
书 室 跑 ， 不 会 引起 别人 注意 吧 。 

“ 嗯 ,这 是 因为 …… 不 是 啦 ， 学 长 可 是 很 有 名 的 哦 。 我 …… 我 ……” 
她 一 个 劲 地 解释 。 

















“ 算 了 , 没关系 。 对 了 , 你 不 是 因为 自己 数学 不 好 , 想 要 和 我 讨论 讨论 吗 ? 
我 可 以 问 问 你 的 详细 情况 吗 ? ”我 言 归 正 传 。 
“好 的 。 谢 谢 您 。 我 上 小 学 时 ， 觉 得 数学 问题 啦 计算 啦 都 非常 有 意思 ， 
可 是 进 了 初中 以 后 ， 无 论 是 听 老 师 讲 课 还 是 自己 看 书 ， 都 觉得 自己 越 来 越 
不 能 理解 了 。 到 了 高 中 , 老师 说 数学 很 重要 ， 叮 嘱 我 们 一 定 要 认真 学 习 。 
我 也 很 努力 地 在 学 ， 但 是 总 不 能 完全 理解 ， 不 知道 学 长 是 不 是 有 办 法 帮 帮 
我 ?” 她 说 明了 自己 的 学 习 情 况 。 

“原来 如 此 。 我 又 问 ,“ 顺 便 问 一 下 ， 你 有 没有 因为 你 所 说 的 “不 能 完 
全 理解 而 导致 考试 成 绩 不 太 好 呢 ?” 
“这 个 倒 还 不 至 于 。” 她 答 道 。 
奢 采 拉 用 大 拇指 按 着 嘴唇 ， 思 考 着 。 她 留 着 一 头 短发 ， 一 双 机 灵 的 大 
眼睛 ， 眼 珠 滴 汶 溜 地 转动 着 。 这 让 我 感觉 她 很 像 有 活力 的 小 动物 ， 比 如 说 
小 松鼠 ， 或 者 小 猫 号 ， 她 给 、 

“ 像 单元 测验 之 类 的 考试 ， 如 果 事 先 告诉 我 们 考试 范围 的 话 ， 我 还 能 
凌 合 着 考 考 ， 但 像 水 平 测验 之 类 的 不 知道 考试 范围 的 考试 ， 我 曾 得 过 很 惨 
的 分 数 。 成 绩 的 落差 非常 大 。 她 补充 道 。 
我 接着 问 :“ 那 上 课 怎么 样 呢 ? 都 听 得 懂 吗 ?” 
她 说 :“ 说 到 上 课 嘛 ,我 很 想 能 够 全 部 理解 ……” 
“但 感到 听 不 懂 ， 对 吗 ?” 我 问 。 
“是 啊 。 我 觉得 不 是 很 履 。 我 能 解 题 , 但 也 只 能 解 个 大 概 。 我 上 课 能 听 懂 ， 


晶 也 只 是 懂 个 大 概 。 但 是 ， 事 实 上 是 没有 真 懂 。” 她 说 。 
























































































































































































































































































































































































































































































































































[= 
AN 
b 
A 
At 
还 
[el 
[el 
着 
a 
Sn 
过 
血 
i 
I 





o 

































































































































































































































































mae 


































































































Ty 














2.5.1 





“我 可 以 再 问 得 具体 点 吗 ? 你 知道 质 
说 。 
尔 ， 你 能 


计算 公式 来 表示 ， 
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数 吗 ?” 











6 说 说 质数 的 定义 
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我 问 泰 灯 拉 。 








吗 ? 请 你 


口 


























“ 问 我 质数 是 什么 啊 。 
5 和 7 都 是 质数 
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“举例 说 
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“是 啊 ， 我 认为 是 对 的 ”她 说 。 


“不 对 和 
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我 解释 道 : 
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语言 表达 就 可 以 了 。” 
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能 被 1 和 了 整除 时 ， 我 们 把 疡 叫 作 质数 。( ? ) 








o 





是 质数 。 但 





因为 











整除 啊 。 但 











是 ，1 不 算 在 质数 里 























大 的 顺序 提 




















F 列 的 话 ， 





是 从 2 





9 
人 
o 


最 小 的 








是 如 果 照 
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我 继续 说 道 : “所 以 上 面 我 说 的 定义 是 不 对 的 。 关 于 质数 ， 正 确 的 定 
义 应 该 是 下 面 这 样 ， 要 排除 个 别 情况 。” 









































“ 正 整数 p 只 能 被 1 和 pp 整除 时 ， 我们 把 p 叫 作 质数 。 但 是 质数 不 包 























“或 者 在 句 首 加 上 条 件 进行 定义 。” 我 补充 道 。 












































“ 比 1 大 的 整数 p 只 能 被 1 和 p 整除 时 ,我 们 把 p 叫 作 质数 。” 


“或 者 将 这 个 加 上 的 条 件 写成 算式 也 可 以 。 我 又 补充 说 。 
































“ 哦 ， 对 哦 ，1 不 是 质数 …… 我 想起 来 了 ， 我 确实 学 过 。 学 长 所 说 的 
定义 我 也 完全 理解 了 。 但 是 ……” 这 时 ， 泰 人 条 拉 猛 地 抬 起 头 说 ,“ 质 数 
不 包括 1 这 一 点 我 是 明白 了 。 但是， 还 是 不 能 完全 接受 。 为 什么 质数 不 
包括 1 呢 ? 为 什么 包括 了 1 就 不 对 了 呢 ? 我 不 是 很 明白 质数 不 包含 1 的 


rationale。” 



































































































































“rationale 是 什么 意思 啊 ? ”我 不 解 。 
“rationale 就 是 正当 的 理由 ,可 以 用 原理 来 说 明 的 理论 根据 。 她 答 道 。 
啊 ， 这 孩子， 这 个 女孩 原来 知道 彻 彻底 底 理解 的 重要 性 啊 。 
“学 长 ? ”她 好 像 看 出 我 走神 了 。 
“ 啊 ， 对 不 起 ， 你 问 我 质数 为 什么 不 能 包含 1 对 吧 ? 很 简单 哦 。 那 是 
因为 质 因 数 分解 有 唯一 分 解 定理 。 我 回 过 神 来 。 


“ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 是 什么 呀 ? ”她 问 道 。 
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“ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定 理 就 是 说 , 将 某 个 正 整数 n 分解 质 
数 时 ， 其 形式 是 唯一 的 。 比 如 ,将 24 进行 质 因 数 分 解 ， 其 唯一 形式 是 
2 x 2 x 2 x 3。 不 过 ,不 用 考虑 这 些 质 因数 的 顺序 , 不论 是 2x2x3x2 
还 是 3 x 2 x 2 x 2， 这 些 形式 只 是 质 因数 的 顺序 不 同 而 已 ， 我 们 仍 把 它们 
看 作 是 同一 种 质 因数 分 解 的 形式 。 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 对 于 数学 而 
言 是 非常 重要 的 ,为 了 遵循 这 个 定理 ,规定 1 不 




































































































































































































































































UL 


包含 在 质数 范围 内 。” 我 





















































“仅仅 为 了 遵循 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 , 就 随 随便 便 地 这 么 规定 吗 ?” 
她 不 能 理解 。 

“是 啊 。 不 过 你 说 随 随便 便 规 定 有 点 言 过 其 实 了 。 数 学 家 们 是 为 了 建 
立 一 个 数学 的 世界 而 规定 一 些 有 用 的 数学 概念 ， 然 后 再 给 这 些 概念 取 名 
也 就 是 对 其 进行 定义 。 如 果 能 清晰 地 给 这 些 概 念 做 出 规定 的 话 ， 至 少 作为 
定义 是 合格 的 。 所 以 ， 正 如 你 所 说 的 ， 质数 包含 1 的 定义 也 是 有 可 能 的 。 


但 是 ， 定 义 是 否 可 能 与 这 个 定义 是 否 有 用 是 有 区 别 的 。 如 果 照 你 所 说 的 ， 
































































































































































































































































































































































































































































































































































































































己 来 确定 。 我 特别 强调 了 “自己 ”两 个 字 。 
己 * 讲 ? ”她 问 道 。 
“比如 说 ， 可 以 举 个 恰当 的 例子 来 考查 自己 是 不 是 真正 理解 了 。 "举例 
是 理解 的 试金石 。 虽然 举 例 并 不 是 定义 ， 但 是 举 一 个 确切 的 例子 是 很 好 
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“如 果 工 包含 在 质数 里 的 话 ， 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定 理 就 不 成 立 了 。 
请 举例 说 明 。” 
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“这 样 啊 。 如 果 1 包含 在 质数 里 的 话 ，24 的 分 解 质 因 数 就 变 为 这 样 了 ， 
会 出 现 很 多 种 形式 …… ”她 说 。 
2x2X2X3 
1 Xx2X2X2%3 
lxlx2x2x2x3 
“ 咽 ， 是 啊 。 这 就 是 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 不 成 立 的 例子 。” 
泰 打 拉 听 了 我 的 话 后 顿时 放心 了 。 
“只 是 , 比 起 “会 出 现 很 多 种 形式 ”这 样 的 说 法 ， 会 出 现 几 种 ”或 者 “会 
出 现 两 种 以 上 ”的 说 法 更 好 些 。 为 什么 这 么 说 呢 ， 那 是 因为 …… ”我 的 话 
还 没 说 完 ， 就 听 泰 采 拉 紧 跟 着 说 :“ 那 是 因为 后 者 表达 更 严谨 吧 ?” 
“ 正 是 如 此 。 入 这 个 表达 方式 不 够 严谨 。 到 底 大 于 几 个 才 算是 “很 















































































































































































































































































































































































































































多 " 呢 ? 这 种 表达 有 歧义 。” 我 说 。 

泰 杀 拉 说 :“ 学 长 ,不知 怎 么 的 ,我 感觉 我 的 脑子 像 被 彻底 打扫 了 一 遍 ， 
重新 装 进 了 定义 、 举 例 、 质 数 、 分 解 质 因 数 、 唯 一 分 解 定 理 ， 等 等 。 另 外 ， 
还 要 注意 语言 表达 的 严谨 性 。 对 数学 而 言 ， 如 何 应 用 语言 来 表达 是 非常 重 
要 的 吧 ?” 

“对 ， 你 真 聪明 。 在 对 数学 概念 的 表达 上 可 要 谨慎 地 使 用 语言 。 为 J 
尽量 不 让 人 产生 误解 ， 就 要 使 用 严密 的 语言 。 对 数学 表达 而 言 ， 最 最 严密 
的 语言 就 是 数学 公式 了 。” 我 说 。 

数学 公式 ……” 她 不 明白 。 

“说 到 数学 语言 ， 就 不 得 不 说 数学 公式 。 我 想 使 用 黑板 ， 我 们 往 下 走 
走 去 讲台 那里 吧 。 于 是 ， 我 就 顺 着 楼 梯 往 下 走 ， 泰 淋 拉 跟 在 我 后 面 。 才 
走 了 两 三 步 ， 只 听 “ 嘎 ”的 一 声 ， 我 顿时 感到 背部 一 阵 剧 烈 疼 痛 。 


“ 啊 ! ”我 不 禁 大 叫 。 
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“不 ， 不 好 意思 ! ”和 泰 条 拉 连 忙 道歉 。 
她 不 小 心 在 阶梯 处 绊 了 一 跤 ， 正 好 撞 在 我 身上 。 我 们 两 个 人 差点 一 起 
深 下 去 ， 幸 好 我 拼命 地 站 稳 了 脚 。 真 是 太 人 危险 了 1 
2.5.2 绝对 值 的 定义 
“那么 你 知道 绝对 值 吗 ? ”我 问 。 我 们 面 参 着 黑板 ， 在 讲台 上 并 排 站 着 。 
恩 ， 我 想 我 知道 吧 。5 的 绝对 值 就 是 5，-5 的 绝对 值 也 是 5， 就 是 
只 要 把 负数 的 负 号 去 挥 就 可 以 了 吧 ?” 泰 条 拉 回 管道 。 
轩 :2 b 么 ， 用 数学 式 子 来 表示 z 的 绝对 值 的 定义 的 话 ， 这 样 写 你 
是 不 是 能 接受 呢 ?” 我 在 黑板 上 写 下 数学 式 子 。 











就 可 以 了 吗 ? 为 





































































































加 zx  ( 当 z> 关 0 时 ) 
如 | 至 
-zx ( 当 xz<0 时 ) 
“ 啊 ， 这 样 说 来 ， 我 对 此 还 真有 点 疑问 呢 。z 的 绝对 值 不 是 去 掉 负 
什么 会 出 现 -zx 的 情况 呢 ? ”她 疑惑 不 解 。 
这 一 说 法 就 数学 语言 而 言 是 比较 暖 昧 不 清 的 。 虽 然 这 和 


“‘ 去 掉 负 号 ” 











































































































能 够 大 致 明 
说 法 改 成 “把 负 号 变 成 了 
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白 说 的 是 什么 。 我 
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FE 号" 呢 ? ”她 紧 追 不 售 。 
\ 清 啊 。 比 如 ，-z 的 绝对 值 是 什么 ? ”我 在 黑 
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也 就 是 说 ，| 一 x| 公 











六 z。 她 管道 。 
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医 么 的 


， 我 无 意识 











J/ 

















让 





bb 


ZX 还 可 能 是 -3 


区 


| 














这 样 











bb 














为 不 用 


出 具 们 





F 娄 就 能 定义 z 的 允 








ul 


可 本 已 














绝对 




















?7 
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z 是 -3 的 时 候 ，|-z| 必须 是 
一 z| 应 该 等 于 一 z。 听 了 
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“此 话 怎 


























口 说 话 。 




































































a 像 是 在 思 


! 的 大 好 时 


， 但 是 ， 我 却 从 没有 


外 着 什么 。 
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:也 习惯 数学 公式 和 数学 了 。” 
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定义 和 数学 公式 





失望 的 样子 。 
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和 就 没 不 








对 待 。 她 长 叹 






































椅子 上 ， 她 默 不 作 声 地 用 
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条 拉 看 看 我 。 












































































































































































































































“如 果 你 这 么 想 的 话 ， 从 现在 开始 学 会 严密 思考 也 不 晚 啊 。 过 去 的 事 
就 让 它 过 去 吧 。 你 要 面 对 现 在 ， 对 于 现在 认识 到 的 事情 ， 只 要 在 今后 好 好 
主意 就 可 以 了 。 我 说 。 

泰 淋 拉 像 是 舒 了 口气 ， 睁 大 眼睛 ， 立 刻 站 起 身 来 ,“ 是 …… 是 啊 。 已 
经 过 去 了 的 事情 再 怎么 后 悔 也 没有 用 了 ， 要 在 今后 好 好 注意 。 对 ， 确 实 是 
这 样 ， 学 长 。 

































































“ 嘎 …… 对 了 , 今天 就 大 致 说 到 这 里 吧 。 天 也 快 黑 了 , 以 后 再 继 丝 























“继续 聊 ? ”她 问 


“ 虽 , 我 放学 后 一 般 都 在 图 书 室 ， 泰 打 拉 ， 如 及 
叫 我 好 了 。” 我 答 道 。 
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你 还 有 什么 要 问 我 的 访 
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她 听 后 顿时 两 眼 放 光 ， 很 开心 地 笑 了 笑 ， 说 :“ 好 ， 一 定 !” 


2.6 回 家 路 上 






































走 到 教室 门口 时 ， 泰 沙拉 抬头 看 看 天 空 ， 叫 道 : “啊呀 呀 …… 下 十 了 ! 7” 














天 空 乌 云 密 布 ， 球 起 了 蒙蒙 细 雨 。 


你 没 带 伞 吗 ?" 我 问 。 













































































“早上 赶 着 出 门 ， 忘 记 带 了 。 真 是 白 看 
反正 是 小 雨 ， 我 快 跑 就 行 了 。” 她 说 。 
晶 跑 到 地 铁 站 还 是 会 被 淋 湿 哦 
我 的 伞 也 比较 大 。 我 邀请 道 。 
那 不 好 意思 唆 。 谢 谢 您 。 她 同意 了 。 








气 预报 了 ! 一 一 但 没关系 。 

































































， 反 正 我 们 是 一 个 方向 ， 一 起 走 吧 。 
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和 女孩 子 同 撑 一 把 伞 还 是 我 有 生 以 来 第 一 次 。 春 两 细 弓 






























































我 们 慢 慢 走 着 。 刚 开始 时 我 还 有 点 儿 不 自在 ， 连 走路 都 显得 笨拙 了 ， 
着 我 渐渐 地 跟 上 她 的 步伐 ， 心 情 也 平静 了 下 来 。 这 条 路 很 安 前 






























































的 ， 柔 柔 的 ， 
但 随 
。 道 路 原本 












































的 嗜 杂 声 可 能 都 被 雨水 吸收 了 。 




































































今天 能 和 泰 末 拉 进 行 那么 长 时 间 的 对 话 ， 我 真 的 很 高 兴 。 像 她 i 
什么 想法 都 表露 在 脸 上 ， 让 人 一 看 就 知道 她 




















学 妹 真 是 可 爱 啊 ， 心 





























和 让 二 | 主 o 













































































“学 长 ， 您 为 什么 能 立刻 知道 呢 ?” 泰 打 拉 突然 间 我 。 







































































































































































































































































我 回 过 神 来 :“ 知 道 什 么 呀 ?” 

“没有 ， 咽 …… 今 天 您 和 我 说 话 时 ， 为 什么 我 不 知道 的 地 方 立刻 就 被 
学 长 您 发 现 了 呢 ? 我 想 不 太 明白 。 她 说 。 

啊 ， 吓 了 我 一 跳 。 我 还 当 她 有 心灵 感应 ， 知 道 我 在 想 什么 呢 。 

我 定 了 定神 :“ 今 天 所 说 的 质数 、 绝 对 值 的 问题 其 实 也 是 我 以 前 所 疑 
惑 的 。 学 习 数学 时 ， 一 有 不 懂 的 地 方 就 很 烦恼 ， 会 连续 思考 几 天 ， 看 书 ， 
有 时 会 突然 间 忧 然 大 悟 ,“ 啊 ， 原 来 是 这 么 回 事 啊 。 那 时 就 会 特别 开心 。 

































































“是 啊 ， 在 这 里 拐弯 ,一 直 穿 过 住宅 区 到 车 站 的 话 ， 要 比 别 的 路 线 快 










































































这 里 要 拐弯 了 。 













































































站 吗 ?” 她 又 问 。 


























走 这 条 路 线 的 话 ， 也 比较 快 哦 。 我 说 。 


























哎呀 ， 泰 末 拉 一 下 子 放 慢 了 脚步 。 是 不 是 我 走 得 太 怕 























的 脚步 还 真 难 。 














了 昵 ? 








随 着 这 种 开心 的 体验 越 来 越 多 ， 我 就 渐渐 喜欢 上 了 数学 ， 数 学 也 就 越 来 
越 好 了 。 一 一 啊 ， 


“拐角 就 是 “The Bend in the Road” 吧 ? 从 这 里 走 也 能 到 车 站 吗 ?” 








上 她 
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到 车 站 了 。 

“ 那 就 这 样 了 , 我 还 要 顺便 去 一 下 书店 , 再 见 。 对 了 , 我 把 伞 借 给 你 吧 。” 
我 说 。 

“ 啊 ， 在 这 里 就 告别 吗 ? 咽 …… b 个 ……” 她 支 支吾 看 。 

' 咽 ? 怎么 了 ? ”我 说 。 

“ 没 …… 没 什么 。 把 伞 借 给 我 吧 ， 我 明天 还 您 。 今 天 真是 谢谢 您 了 。” 
泰 洒 拉 把 双手 摆 在 腿 前 ， 深 深 地 朝 我 靶 了 一 射 。 
2.7 ”自己 家 

夜晚 。 

我 一 个 人 在 房间 里 回想 着 今天 和 泰 条 拉 之 间 的 对 话 。 她 是 那么 地 坦率 ， 
而 且 求 知 欲 强 ， 今 后 一 定 会 有 发 展 空 间 的 。 我 想 如 果 她 也 能 渐渐 体会 到 数 
























































学 的 乐趣 就 好 了 。 
和 泰 末 拉 说 话 的 时 候 ， 我 有 种 教 她 学 习 数 学 的 感觉 。 这 种 感觉 与 我 和 
米尔 亮 说 话 时 的 感觉 完全 不 同 。 米 尔 医 始终 在 牵 看 我 的 鼻子 走 。 确 切 地 说 








































































































想到 米尔 襄 ， 我 突然 想起 了 她 给 我 留 的 “家 庭 作 业 "。 竞 然 有 同班 同 
学 给 我 布置 家 庭 作业 的 。 






































涉 
分 
测 | 
出 


给 我 布置 的 家 庭 作 业 
有 一 个 正 整 数 n， 如 何 求 出 n 的 所 有 约 数 之 和 ? 请 写 出 解 题 方 法 。 



























































这 个 问题 只 要 求 出 mn 的 所 有 约 数 就 能 得 出 答案 了 。 先 求 出 n 的 所 有 
约 数 ， 然 后 把 它们 相 加 求 出 “ 约 数 之 和 ”。 但是， 这 种 求解 方式 也 太 复 杂 










































































员 
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了 吧 ， 我 再 想 想 还 有 没 






































质 因数 分 解 。 











我 想到 了 午休 时 的 题 








目 : 1024 是 2 


























表示 的 话 ， 比 如 说 将 mn 变 
多 一 也 























其 他 什么 简便 的 方法 。 嗯 ， 试 试 把 整数 m” 进行 












































成 质数 的 乘 方 
” 2 为 质数 





i 变 为 p=2, m= 二 10 


，m 为 正 








n 二 1024 有 时， 上 式 训 
舌 ，n 的 约 数 就 如 下 所 示 。 














i 














1024 的 约 数 那样 考虑 的 


所 以 当 n=p” 时, n 的 所 





| 


1, Dp, 到 D3, 


mm 


) 了 

















的 10 次 方 。 如 果 把 此 题 用 字母 来 
式 ， 如 下 所 示 。 


束 贸 数 


EE 文 


























的 特殊 形式 。 如 果 像 列举 


























约 数 之 和 应 该 按 以 下 方法 求解 。 


上 十 了 








n 的 所 有 约 数 和 二 1+p 填 p? 填 p3 














综 上 所 述 ， 当 n 为 p” 这 


约 数 之 和 。 
































多 式 时 ， 我 们 能 够 求 出 关于 整数 m 的 所 有 

















我 们 还 可 以 将 正 整数 n 进行 质 因 数 分 解 。 假 设 p, q, 7,… 为 质数 ，a， 


b, 和 和光 为 正 整 数 。 


n=p xgxr x..…x 


































































































































































































啊 ， 等 一 下 。 如 果 用 字母 的 话 ， 则 不 能 表示 其 一 般 形 式 。 如 果 在 指 交 
的 地 方 有 a, bc …… ， 再 加 上 p, q 7,…… 之 类 的 字母 ， 数 学 公式 就 变 得 
混乱 不 卉 。 

如 果 能 写成 22x3Lx74x:…x1l33 这 样 的 形式 就 好 了 , 也 就 是 
质数 正 攻 数 的 积 的 形式 。 

好 ， 就 这 样 写 。 用 po, pi, p2,…，, pm 来 表示 质数 ,然后 用 ao al， 























来 表示 指数 ， 在 字母 右 下 




















Q2,'**, QOm 




















二 




















7/ 


公式 有 点 杂乱 ， 但 这 是 一 般 











式 。 这 里 mm 上 工 

















因数 的 个 数 "。 我 们 再 重新 算 




















将 正 整 数 n 进行 质 因数 分 解 ， 一般 都 可 


DI Da Dn 为 质数 ， Q0, Q1, Q2,***, QOm 为 了 





裔 。 


2.7 








自己 家 





示 “ 将 n 分 解 质 因 净 





头 写成 以 下 











Q1 Q2 
也 二 DO0 XP1 Xp X 





















































































































































FE 整数 ， 则 有 














am 
Xx pm 
















































































有 标 上 下 标 0, 1, 2,…, m， 昌 然 
































29 


式 。 假 设 po， 
























































n 的 结构 如 果 是 这 样 的 话 ， 那 么 ”的 约 数 就 可 以 表现 为 以 下 形式 。 
Po Xp Xp Xx pr 
此 时 ， bo, b1, b2, “3 bm 就 是 以 下 整数 o 
bo = 0,1,2,3,.… ,ao ”中 的 任意 数 
bi == 0,1,2,3,… ,a1 中 的 任意 数 
b2 = 0, 1,2,3,.…: ) Q2 1 的 任意 数 
bm 一 0 和 2 3， ,QUm 中 的 任意 数 
嗯 ， 如 果 仔 细 写 出 来 的 话 ， 看 起 来 真 复杂 啊 。 也 就 是 说 ， 如 果 质 
不 变 ， 指数 从 0, 1, 2,.… 开始 变化 ， 就 能 形成 不 同 的 约 数 。 说 起 来 是 大 
简单 ， 但 是 变形 成 一 般 形式 后 ， 式 子 就 比较 多 了 。 这 种 情况 很 常见 。 
不 过 变形 后 就 很 简单 了 。 要 求 约 数 的 和 ， 只 要 把 所 有 约 数 都 加 起 
可 以 了 。 






















































































中 
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(mn 的 所 有 约 数 之 和 )= 1 十 po 十 十 磁 十 … 十 pg9 
| 2 3 Q1 
入 丽 寺 短 于 丙 于 ”于 信 
十 1 十 pz 十 到 十 碍 十 :十 D22 














十 …: 
十 1 十 gr 十 Zr 十 Do 十 ,十 2 (?) 


























啊 …… 不 对 不 对 ， 如 果 这 样 的 话 就 不 是 “所 有 约 数 之 和 ”了 。 这 只 是 
在 约 数 中 ， 以 质 因 数 的 乘 方形 式 组 成 的 约 数 的 和 。 事 实 上 ， 约 数 的 形式 应 


该 是 下 面 这 样 。 















































山 叫 












































I 





bo bi b2 bm 
po Xp1 Xp> xX:::xX pm 











是 否 有 必要 将 所 有 质 因 数 乘 方形 式 的 所 有 组 合 都 挑选 出 来 ， 相 乘 后 解 


得 约 数 之 和 呢 ? 用 语言 来 描述 反而 复杂 ， 还 是 用 式 子 3 






















































































pa 

| 
人 
引 
去 
x 
[E 吾 
o 









































x (1+p1 tT + ) 








x (1 +p2 二 碍 十 碟 十 … 二 p93?) 


XXX. 





2.8 米尔 嘉 的 解答 31 


我 就 米尔 嘉 布置 的 作业 所 做 的 解答 









































将 正 整 数 n 进行 质 因 数 分 解 ， 如 下 所 示 。 
而 至 次 由 天 大 用 站 
这 里 假设 po, pl, p2,… ,pm 为 质数 ，ao, a1, a2,… ,am 为 正 整 数 ， 























这 时 ,，n 的 “所 有 约 数 之 和 ”可 以 用 以 下 式 子 来 表示 。 



































(mn 的 所 有 约 数 之 和 )= (1 十 po 十 po 十 po 十.… 十 p90°) 














x (1+p1+pt+pi :+pr) 

x (1 十 pz 十 P23 十 P32 十.… 十 p92) 
see 

区 (3 和 了 
































式 子 不 能 写 得 比 这 个 更 简洁 了 。 嗯 ， 这 样 大 概 就 对 了 。 



































“你 回答 得 对 ! 虽然 式 子 写 得 比较 杂乱 。 第 二 天 ， 米 尔 巴 碰见 我 时 秆 





















































还 有 没有 更 简便 的 形式 呀 ? ”我 问 道 。 





























































































































“有 啊 。” 米尔 嘉 不 假 思索 地 答 道 “ 首 先 , 相 加 的 部 分 可 以 写成 以 下 形式 ， 
只 是 要 加 上 1 - z 不 等 于 0 这 个 条 件 ……” 米尔 嘉 边 说 边 在 我 的 笔记 本 上 
写 了 起 来 。 

下 三 nl 
1 十 十 2 十 人 十 十 2 二 
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二 








“ 啊 ， 这 样 啊 。” 我 说 。 这 不 就 是 等 比 数列 的 求 和 公式 吗 ? 






































1 一 2"1 二 1 一 2”+ 等 号 两 边 式 子 相同 
(1 — zx)(1 二 Xz 二 x 二 x3 十 … 十 2X”) 二 1 一 zz+1 将 左边 进行 因 式 分 解 
要 1 一 n 二 1 
1 十 十 人 十 十.… 上 克 ”于 边 同时 除 以 (1 一 7) 












































“用 了 这 个 公式 的 话 ， 你 写 的 乘 方 和 就 全 变 成 了 分 数 形式 。 接 下 3 
乘积 的 部 分 就 用 卫 来 表示 。” 米尔 嘉 说 。 

“]] 这 个 字母 就 是 的 大 写字 母 啊 !” 我 说 道 。 
“ 咽 ， 是 啊 。 但 是 这 个 和 国 周 率 一 点 关系 都 没有 。 | 汉 


Sum 
就 是 的 
乘法 运算 。 乘 积 (Product ) 的 英语 首 字 母 P 在 希腊 语 中 就 是 用 ]] 来 表示 的 ， 


正如 那样 ， 也 是 用 希腊 语 纪 来 表示 和 (Sum ) 的 瑞 语 首 字 母 5。I] 的 定 




































































































































































































































































[I fx) = 760) x f0) x f(2) x f(3) x… x f(m) 定义 式 
















































































“如 果 使 用 I 的话， 那么 乘积 部 分 就 能 用 简单 的 方式 表达 出 来 。” 她 说 。 





























将 比 1 大 的 整数 n 进行 以 下 形式 的 质 因数 分 解 。 


一 II 风 
R=0 
假设 pi 为 互 不 相同 的 质数 ，ax 为 正 整 数 。 
那么 ， 此 时 的 “所 有 约 数 之 和 ”就 可 以 用 以 下 公式 来 求解 。 
























































Se A ep 
(n 的 所 约 数 和 ) = | 一 一 一 


k=0 BL 
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“原来 如 此 。 虽 然 式 子 变 短 了 , 但 是 文字 却 增多 了 。 对 了 ， 米 尔 嘉 ， 
今天 你 去 图 书 室 吗 ?” 我 问 。 
“不 去 。 今 天 我 要 去 盘 盈 那里 练 骏 ， 听 说 她 创作 了 新 曲子 。 她 说 。 




























































































2.9 ”图 书 室 








出 























“学 长 ， 你 看 ， 我 把 初中 数学 书 中 所 有 的 定义 都 整理 出 来 了 ， 然 后 根 
据 定义 举 了 些 具体 例子 。 我 正在 图 书 室 里 做 数学 计算 题 ， 泰 洲 拉 说 着 朝 
我 走 来 ， 笑 哮 哮 地 打开 练习 本 给 我 看 。 
“ 哇 …… 太 历 害 了 1 ”我 感叹 道 ， 更 何况 她 是 一 夜 之 间 完 成 的 。 
“我 比较 喜欢 做 这 种 事情 ， 就 像 做 词汇 手册 一 样 。 虽 然 我 想 过 要 重读 
一 遍 数 学 课本 ， 但 是 算术 和 数学 有 很 大 的 区 别 ， 可 能 是 式 了 文 


文字 之 间 的 差别 吧 ， 学 长 。 泰 末 拉 说 。 



































下 







































































































































































































































































2.9.1 方程 式 和 恒等式 
那么 ， 就 刚才 说 到 的 文字 和 数学 公式 的 话题 ， 我 们 来 谈 谈 方程 式 和 


恒等式 吧 。 泰 条 拉 ， 你 解 过 这 样 的 方程 式 吗 ? ”我 问 。 















































Tz—1=0 











“ 嗯 ， 是 的 。z 是 1 吧 。 泰信 拉 答 道 。 


“ 咖 ,z 一 工 = 0 这 个 方程 就 这 样 解 出 来 了 。 那 么 , 这 个 式 子 呢 ? ”我 又 问 。 
























































2(z—1)=2z—2 


























“好 ， 我 将 这 个 方程 式 重新 整理 一 下 ， 解 解 看 。” 和 泰 条 拉 说 。 
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2(z—1)=2z—2 


27 一 2 一 27 一 2 


27 一 27 一 2 十 


wn 韦 














[9 








封 名 叫 数学 公式 的 情 


届 





2 一 0 


0=0 


0 等 于 0 了 ?” 她 4 


将 左边 的 式 子 





展开 


将 右 项 移 项 到 左边 
计算 左边 的 式 子 








民 惊 讶 




















其 实 2(z 一 1)=2z 











2 不 是 方程 式 ， 而 是 恒 




















展开 后 ， 就 和 右边 2z 
都 能 成 立 ， 因 为 这 是 专 


2 























天 














相等 








等 式 。 严 格 地 说 ， 这 是 关于 














“方程 式 和 恒等式 不 同 


吗 ?” 她 





。 也 就 
右 永 远 都 相等 的 式 子 ， 所 以 我 们 把 
z 的 恒等式 。 我 说 。 


Ve 


是 说 ， 无 论 








bh] 








1 中。 











“不 同 哦 。 方 程式 侧重 





T 




















等 式 则 侧重 于 “z 取 任 意 值 
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取 某 特定 值 





于 


等 式 。 将 左边 2(x 











2 取 何 人 

















， 这 个 方程 式 
比 类 式 子 叫 作 恒 
































时， 这 个 式 子 成 立 ”; 而 








这 个 式 子 成 立 





念 可 是 有 很 





”。 这 两 个 相 





WAG 





人 








大 的 区 别 的 。 说 到 方程 式 ， 














| 自然 








FE ez [二 


寺 定 值 ” 之 类 的 问 是 


























三 











j 然 地 会 丰 
匹 是 方程 式 求解 的 问题 。 而 i 


x | 





























然而 然 地 会 出 现 “ 
也 就 是 恒等式 的 证 明 题 。” 
“ 啊 ， 原 来 如 上 





















































vn 
部 








门 差别 这 人 么 











“中国 











YN 9 一 般 人 
般 都 是 恒等式 。 


“如 果 光 看 式 子 能 马上 

















我 说 。 






































尽 ， 晶 还 是 留意 下 比 





让 你 于 \ 才 





“使 这 个 式 子 成 立 
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说 到 恒 





等 式 ， 则 




















任意 数字 代入 都 能 成 立 吗 ' 之 类 的 





可 题 。 这 








大 啊 。 我 还 从 没 意 识 到 呢 。 


较 好 。 从 公式 演变 > 














就 看 出 是 方 条 














“有 时 候 一 眼 就 能 看 出 

也 就 是 说 ， 我 们 必须 要 

等 式 。” 我 答 道 。 
“ 写 式 子 的 人 …… 





















































旦 式 还 是 恒 


等 式 吗 ?” 她 问 道 。 














领会 写 这 个 等 式 














”她 知 有 所 思 。 














却 不 行 。 














时 还 





必须 根据 








区 下 文 来 关 
的 人 到 底 是 想 将 式 子 写成 方程 式 还 


























| 断 。 
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“将 式 子 变形 时 ， 就 是 恒等式 。 看 看 下 面 的 式 子 吧 。” 





























(z+1)(z—1)= (z+1):z— (z+1):1 
一 Z.Z2 二 1.7 一 (Z 十 1 :1 





一 2Z.Z 二 1.7 一 2.1 一 1.1 
一 2Z2 二 zz 一 z 一 1 


一 2Z2 一 1 























“恒等式 就 这 样 可 以 一 直 写 下 去 ,无 论 zx 取 何 值 ， 等 式 都 能 成 立 。 也 
就 是 说 ,恒等式 是 一 系列 的 连续 等 式 ， 一步 步 往 下 推导 ， 最 终 所 得 的 等 式 


多 是 恒等式 。 
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Sat 


(z+1)(z—1)=x*—1 











“ 喝 ， 对 。 

我 说 :“ 恒 等 式 的 连续 推导 就 是 为 了 显示 公式 变形 过 程 中 的 “ 慢 镜 头 ”。 
所 以 “ 啊 ， 式 子 好 多 好 复杂 啊 ” 这 种 消极 的 想法 是 不 可 取 的 。 一 步 步 看 下 
去 就 可 以 了 。 与 恒等式 相对 ， 你 看 看 下 面 这 个 式 子 如 何 ?” 

2 一 5zr+6=(z 一 2)(z 一 3) 
=0 

“两 个 式 子 中 , 第 一 个 式 子 是 一 个 恒等式 。 也 就 是 说 , 它 侧重 于 说 明 “无 
论 z 取 何 值 ,z2? 一 5x 十 6= (x 一 2)(x 一 3) 这 个 式 子 都 能 成 立 '。 第 二 个 
等 号 是 用 来 建立 方程 式 的 。 所 以 ， 从 上 述 式 子 整体 来 看 ， 这 题 主 要 侧重 
“要 解 22 一 5z 十 6 二 0 这 个 方程 式 的 话 ， 先 将 其 恒 等 变 形 ， 然 后 求 方程 式 
(zx 一 2)(z 一 3) =0 的 解 即 可 ”。” 我 说 。 

“ 哇 ， 原 来 是 这 样 理解 的 啊 。” 她 说 。 

“除了 方程 式 和 恒等式 ， 还 有 定义 式 。 当 有 复杂 的 式 子 出 现时 ， 给 这 
个 式 子 取 个 特定 的 名 称 ， 就 可 以 将 整个 式 子 简化 。 取 特定 名 称 时 要 使 用 等 
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号 。 定 义 式 不 像 方程 式 那样 需要 求解 ， 也 不 像 便 等 式 那样 需要 证 明 ， 而 是 
,觉得 怎样 方便 就 怎样 定义 。” 我 接着 说 道 。 
“能 给 我 举 个 例子 来 说 说 定义 式 究 竞 是 什么 吗 ?” 她 显得 有 些 不 太 明 白 。 
“比如 说 ,将 比较 复杂 的 a 十 6 取 名 为 字母 s。 这 种 取 名 方式 ， 也 就 
是 定义 ， 可 以 表示 成 以 下 形式 。” 我 说 道 。 











































































































































































































5 二 Q 十 6 ”定义 式 的 例子 














“好 ， 那 我 要 提 个 问题 。” 泰 打 拉 饶 有 兴趣 地 举 着 手 问 我 。 她 明明 已 经 
在 我 面前 了 ， 没 必要 特地 举 手 发 言 吧 。 真 是 个 可 爱 的 孩子 。 
“学 长 ， 到 这 里 我 已 经 不 屋 了 ， 为 什么 要 取 名 为 s 呢 ? ”她 问 我 。 
“随便 取 什么 名 都 可 以 啊 。 因 为 只 是 使 用 这 个 名 字 代 替 原 来 的 式 子 ， 
所 以 无 论 是 s 还 是 t 都 可 以 。 一 旦 定义 a 十 6 为 s 后 ,就 说 明 以 后 磁 见 
wa 十 6， 我 们 就 可 以 用 s 来 代替 。 如 果 自 己 定 义 得 恰当 ， 列 出 的 式 子 就 很 
容易 被 看 懂 和 理解 。” 我 答 道 。 
“ 哦 ， 明 白 了 。 那 w 和 8 又 是 什么 呢 ? ”她 接着 问 。 
“ 咽 ， 我 们 假设 这 些 是 在 其 他 地 方 定义 的 文字 。 如 果 要 写 定 义 式 
s 一 4 十 B， 一 般 左边 写 的 是 字母 ， 右 边 写 的 是 需要 被 取 名 的 式 子 。 这 上 
是 将 在 其 他 地 方 定义 好 的 a 和 6 组 成 的 式 子 取 名 为 s， 就 是 这 样 。” 

“定义 式 取 什 么 名 都 可 以 吗 ?” 她 问 道 。 
“ 嗯 ,一般 取 什么 名 字 都 可 以 。 虽 说 如 此 ,但 是 不 能 再 使 用 已 经 定义 
过 的 其 他 式 子 的 名 字 。 比 如 说 ,已 经 将 a 十 定义 为 s 了 ， 而 后 又 将 a6 
定义 为 s， 就 会 产生 歧义 。” 我 补充 说 。 

“是 啊 ， 这 样 的 话 ， 取 名 也 就 没有 意义 了 。” 她 赞同 我 的 说 法 。 

“还 有 ， 我 们 一 般 都 把 圆周 率 写 成 x， 把 虚数 单位 写成 1， 如 果 我 们 
把 这 些 常 用 字母 换 成 别 的 字母 ， 就 会 让 人 觉得 非常 别 扫 。 当 你 看 到 数学 公 


式 中 出 现 新 的 字母 时 , 不 要 惊 居 , 想到 “ 啊 , 这 可 能 是 定义 式 吧 ” 就 可 以 了 。 
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在 解说 部 分 中 如 果 写 着 “将 s 定义 为 以 下 式 子 “将 wa 十 6 定义 为 s” 等 内 容 ， 
一 定 就 是 定义 式 了 。 我 说 。 

“ 啊 ， 是 这 样 啊 。” 她 说 。 
“ 哦 , 对 了 ,， 泰 末 拉 ,下 次 你 查 一 下 数学 书 中 出 现 的 含有 字母 的 等 式 吧 ， 






















































































如 方程 式 、 恒 等 式 、 定 义 式 等 ， 可 能 还 会 有 些 别 的 式 子 ……” 我 说 。 

她 答应 道 :“ 好 的 ， 我 试 着 找 找 。 

“数学 书 中 会 出 现 很 多 公式 。 那 些 数 学 公式 全 都 是 写 公 式 的 人 为 了 向 
别人 表达 自己 的 想法 而 写 的 式 子 。 我 说 。 














































































































2.9.2 ” 积 的 形式 与 和 的 形式 
“对 了 , 在 看 数学 公式 的 时 候 , 关注 式 子 的 整体 形式 是 和 


“整体 形式 是 什么 意思 ? ” 泰 洒 拉 问 道 。 
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Wll 
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EE 要 的 。” 我 说 。 







































































“比如 说 下 面 这 个 式 子 ， 把 它 当 作 方 程式 来 看 。” 


























(z—- a)(z—P)=0 














这 个 式 子 的 左边 是 乘积 的 形式 ， 也 就 是 积 的 形式 。 一 般 我 们 将 组 成 乘 
积 形成 的 一 个 个 式 子 称 为 因 式 ， 或 者 因子 。 





























(z— Wr- b=0 
一 一 这 .一 一 



























































































































































式 因 式 
“把 一 个 个 式 子 称 为 因 式 或 因子 是 不 是 和 因 式 分 解 有 关系 呢 ? ”她 问 道 。 
“ 嘎 ， 有 关系 啊 。 因 式 分 解 就 是 把 式 子 分 解 为 乘积 的 形式 。 质 因数 分 
解 就 是 把 正 整数 分 解 为 质数 的 乘积 形式 。 省 略 乘法 符号 x 的 表现 形式 是 
很 常见 的 。 以 下 三 个 式 子 所 表示 的 意思 相同 。 我 说 。 























AAA 





38 





种 2 襄 





















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































封 名 叫 数学 公式 的 情书 
(z-ox(tz-6)=0 使 用 x 的 时 候 
(z—0):(z—pB)=0 使 用 :的 时 候 
(z—o)(z—pB)=0 省 略 乘 号 的 时 候 

我 说 :“ 男 外 ， 对 于 (z 一 Qa)(z 一 8) =0 的 情况 ， 两 个 因 式 中 至 人 少 
一 个 应 该 是 0。 为 什么 这 样 说 呢 ?” 是 因为 这 个 式 子 是 积 的 形式 。” 

“我 明白 了 。 两 个 因 式 相 乘 ， 结 果 为 0 时 ， 这 两 个 因 式 中 应 该 有 一 个 
为 0。” 

“如 果 要 用 语言 来 表达 的 话 ， 比 起 “两 个 因 式 中 应 该 有 一 个 为 0' 这 一 
说 法 ,“ 两 个 因 式 中 至 少 有 一 个 为 0” 的 说 法 更 为 严密 。 因 为 也 可 能 出 现 两 
个 因 式 同时 都 为 0 的 情况 。” 我 说 。 

“ 啊 ， 对 哦 。 加 上 “至 少 ” 这 个 词 后 更 为 严密 。” 

我 说 :“ 咽 ,至 少 有 一 个 因 式 为 0 就 意味 着 z 一 a 二 0 或 zx 一 8=0 成立 。 
换 句 话说 ，z 为 a 或 6， 就 是 这 个 方程 式 的 解 。 

“ 接 下 来 ， 我 们 把 (x 一 a)(z 一 6) 这 个 式 子 展 开 看 看 。 下 面 这 个 式 子 
是 不 是 方程 式 呢 ? ”我 问 道 。 

(z 一 ol(z- 有 = 一 az 一 Dr+ag 
“不 是 ， 这 个 是 恒等式 。 她 答 道 。 
“ 咽 。 这 个 展开 式 就 是 将 积 的 形式 转化 为 和 的 形式 。 左 边 积 的 形式 中 
个 因 式 ， 右 边 和 的 形式 中 有 4 个 项 。” 
“项 ? 项 是 什么 ?” 她 不 明白 。 
“我 们 将 构成 和 的 形式 的 一 个 个 式 子 叫 作 项 。 这 里 我 们 给 它 加 上 括号 ， 
会 比较 容易 理解 。 请 看 下 面 的 式 子 。” 








































































































































































































2.9 图 书 室 39 














展开 

二 
全 = 四 人 = 月 = (rv)+(-ar)+(-po)+(o8) 
\ 一 一 一 一 一 六 一 一 一 一 一 
因 式 因 式 项 项 项 项 

式 分 解 
























































“对 了 ， 这 个 式 子 还 没有 整理 呢 ， 让 人 觉得 不 和 舒服。 怎么 整理 好 呢 ?” 
我 提醒 她 。 



































“ 咽 ， 将 像 -az 和 一 Bz 之 类 的 带 有 zz 的 东西 ……” 她 的 话 还 没 说 完 ， 

就 被 我 打 断 了 ,“ 不 是 “东西 '"， 是 “项 '。 男 外 , 像 -az 和 一 Bz 之 类 的 只 

含有 一 个 z 的 项 叫 作 “关于 z 的 一 次 项 ， 或 者 就 叫 作 “一 次 项 "。 我 说 。 
“ 哦 。 将 “关于 z 的 一 次 项 ”整理 后 得 到 的 式 子 是 这 样 的 吧 。” 
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r+(-a— Prt+ap 
-一 一 一 一 
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“ 正 是 如 些 。 作 为 项 的 说 明 这 是 正确 的 。 但 是 一 般 还 要 再 变 下 
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负 号 提出 来 。 








2— (a+Bzr+ap 


















































打 拉 ， 上 面 这 种 式 子 的 变形 称 为 “合并 同类 项 ' ,你 知道 吧 ?” 我 问 。 
“ 咽 ， 我 知道 有 “合并 同类 项 " 这 个 说 法 。 但 我 从 没有 像 今天 这 样 理 
得 这 么 透彻 。” 泰 采 拉 说 。 
“ 那 我 考 你 一 下 。 下 
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dl 


这 个 式 子 是 恒等式 呢 还 是 方程 式 ?” 我 给 她 H 
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(z—a)(z—-P)=7z— (a+P)zr+ad 




















“这 个 式 子 是 展开 后 合并 同类 项 吧 。 无 论 zx 取 何 值 都 成 立 的 式 子 是 …… 
恒等式 。 她 答 道 。 

我 说 :“ 喝 ,答对 了 ! 我 们 继续 讨论 。 先 考虑 下 面 这 个 方程 式 。 这 个 
式 子 是 积 的 形式 。” 








































































































(z 一 Qa 儿 z 一 8)=0 积 的 形式 的 方程 式 





























“运用 刚才 的 恒等式 ， 这 个 方程 式 就 可 以 变形 成 以 下 形式 ， 也 就 是 所 
的 和 的 形式 的 方程 式 。 我 又 说 道 。 
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z2-(ae+Dz+a6=0 ”和 的 形式 的 方程 式 







































































“这 两 个 方程 式 虽然 表现 形式 不 同 ， 但 却 是 同一 个 方程 式 。 只 是 运用 
恒等式 将 式 子 左 边 进行 了 公式 变形 罢了 。 

“ 咖 ， 明 白 了 。 

“我 们 看 到 方程 式 为 积 的 形式 时 ， 这 个 方程 式 的 解 为 “或 6， 那 也 就 
是 说 ， 和 的 形式 的 方程 式 的 解 也 应 该 是 a 或 5。 因为 这 是 同一 个 方程 式 。 























































































































(z 一 Q(z 一 B)==0 积 的 形式 的 方程 式 ( 解 为 z =a 或 8) 
了 
z2-(ae+pbz+ag=0 ”和 的 形式 的 方程 式 ( 解 同样 为 z =a 或 8) 









































“这 种 形式 简单 的 二 次 方程 ， 一 看 就 能 求 出 解 。 比 如 说 ,我 们 比较 一 
下 下 列 两 个 方程 式 。 这 两 个 方程 式 在 形式 上 非常 相似 。 





















































2 一 (ae+Bz+as=0 ( 解 为 z =a 或 8) 
72—5r+6=0 
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同 有 过。 
































反复 去 琢 























式 绝对 是 错误 的 ， 就 去 问 出 


么 都 弄 不 明 








日 的 











AN 








简 的 地 方 
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遍 
-人 




















数学 公 





? 














外 














版 社 了 ， 


一 口 











“ 哇 ， 太 厉害 


J 














果真 的 是 排 


连续 考虑 了 4 天 


Ee 


[e] 如 果 还 是 不 懂 


次 
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我 [ 





/ 
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版 排 错 了 。 我 i 




















! 但 


像 您 这 














样 反 复 思考 ， 不 是 





很 费时 间 
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WH? 她 
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了 


恩 ， 确 实 费 时 间 ， 而 















































很 费时 间 , 但 那 是 很 正常 的 啊 。 你 想 想 看 ， 

















数学 公式 的 背后 都 























学 家 所 做 的 工作 。 为 ] 
公式 的 时 候 ， 我 们 跨越 了 几 百 年 的 时 间 。 在 验证 这 些 数学 公式 上 时， 我们 每 
个 人 都 是 “小 数学 家 ' 。” 我 访 

“小 数学 家 ? ”她 间 。 



































有 悠久 的 历史 。 研 究 数 学 公式 ， 就 是 在 挑战 之 前 无 数 数 






























































里 解 这 些 成 果 ， 人 花 时 间 是 自然 的 。 在 展开 一 个 数学 




































































“是 啊 。 要 想 做 数学 家 的 话 ， 就 要 仔细 看 数学 公式 。 不 只 是 看 公式 ， 












































还 条 

















习 己 动手 写 。 我 














担心 EE 己 是 不 是 真正 














IN 本 


解 ， 所 以 就 写 下 来 确认 


































































































' 是 否 真 懂 。” 我 说 。 








泰 条 拉 微 微 点 了 点 














S| 








是 语言 ， 这 对 于 我 来 说 就 是 新 发 现 。 数 学 公式 的 另 一 头 必 定 有 一 个 想 


有 点 兴奋 地 对 我 说 :“ 学 长 您 所 说 的 “数学 公式 




















El 


























我 传达 信息 的 人 。 那 个 写 公式 的 人 可 能 是 学 校 的 老师 ， 也 可 能 是 编写 教科 




















书 的 人 ， 或 者 也 可 能 是 几 




















来 越 想 学 习 数学 了 。 
泰 末 























百年 前 的 数学 家 ……' 不 知 怎么 的 ， 我 觉得 自己 越 



































拉 像 在 做 梦 似 地 说 了 上 面 那 段 话 。 





这 么 说 来 ， 泰 打 拉 也 是 为 了 对 我 表达 “ 想 和 您 谈话 ”这 人 句 话 而 在 校门 





我 


“我 所 说 的 ? ”我 感到 疑惑 。 



















































































巴 我 拦 下 的 吧 。 
她 一 边 说 “ 咽 ", 一 边 人 1 
的 心里 所 想 的 真 的 是 学 长 





了 个 懒 腰 。 然 后 ， 她 好 像 在 自 言 自 语 :“ 啊 ， 
所 说 的 ……” 






































“ 啊 ， 没有， 没什么 。” 泰 灯 拉 的 脸 顿 时 涨 得 通红 ， 把 头 低 了 下 去 。 



































数学 的 本 质 在 于 它 的 自由 。 
一 一 康 托 尔 


夏天 到 了 。 
期 末 考 试 结束 那天 ， 在 空 落 落 的 图 书 室 里 ， 我 正 琢磨 着 数学 公式 ， 这 
时 米尔 嘉 走 了 进来 。 她 径直 走 到 了 我 身边 。 

“在 做 关于 同 量 的 题 ?” 她 站 在 那里 看 了 看 我 的 练习 本 说 。 
米尔 嘉 的 眼镜 是 镶 了 金边 的 ， 镜 片 泛 着 淡淡 的 蓝光 。 我 透 过 镜片 看 到 
了 她 那 双 藏 在 镜片 后 的 眼睛 。 
“只 要 考虑 坐标 轴 上 的 单位 矢量 转向 哪里 ， 就 能 立刻 得 解 。 没 必要 去 
刻意 记 住 什么 吧 。” 米 尔 嘉 看 着 我 说 。 米 尔 嘉 说 话 方 式 很 直 白 ， 有 点 奇怪 。 

“没关系 。 因 为 我 只 是 在 练习 。” 

“你 如 果 喜 欢 琢磨 数学 公式 的 话 ， 将 角 0 转动 两 次 试 试看 ， 很 有 意思 





































































































































































































































































































































































































































































































嘱 。 米尔 嘉 华 到 我 旁边 的 位 子 上 ， 嘴 凌 到 


边 ， 轻 声 说道 。 她 说 字母 





0 时 ， 读 的 是 英语 theta。 她 
































的 摩擦 音 弄 得 我 耳 杀 痒痒 的 

















我 ] 


























生发 th 这 个 音 时 








舌头 夹 在 牙齿 缝 之 间 发 出 
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“将 角 9 转 两 次 , 然后 

















展开 式 子 。 而 转 




















了 两 个 等 式 ， 关 了 
米尔 亮 拿 过 我 手中 的 铅 
手 磁 到 了 我 的 手 。 





















































9 的 恒等式 。 我 ; 
笔 ， 在 练习 本 的 























cos20 = cos20 一 sin20 


sin 20 = 2 sin0 cos0 





我 边 看 练习 本 上 的 式 子 


3 











兴 
疆 
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“看 ， 这 是 什么 ? ”她 问 道 。 


， 边 在 心中 回答 





























互 









































“你 不 知道 吗 ? 这 是 信 
米尔 嘉 微 微 起 了 起 身 ， 
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月 公式 啊 。 她 说 。 
从 她 身上 传 来 一 股 淡淡 的 柑 桶 香 。 她 不 等 我 所 











和 ,就 相当 于 转 了 20 角 。 






































右 端 写 了 两 个 式 子 。 米 尔 喜 的 





,“ 这 是 倍 角 








\ 式 ”。 但 是 ,我 








心 















































答 就 以 一 种 授课 的 语气 继续 




















说 了 个 异 J 
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这 外 














事 也 是 见怪 不 怪 了 。 
















































































角 9 的 旋转 可 以 用 下 



































©] @ ©] 
这 个 矩 阵 来 表示 o 


cos0 — sin0 
sing cosO 






































“ 角 连续 转 两 次 " 就 相当 于 将 这 个 矩阵 平方 。 


“ 角 0 的 旋转 可 以 用 下 面 这 个 矩阵 来 表示 。” 米尔 嘉 说 。 


3.1 








cos0 一 Sinb0 2 汪 cos20—sin20 —2singcos0 
sinO cosO0 本 2SsinOcosO0 cos20 一 sin20 
对 了 ,“ 角 0 连续 转 两 次 ”也 可 以 看 作 是 “旋转 20 角 ” 






































。 所 以 上 述 矩 阵 





图 书 室 











45 














和 以 下 矩阵 是 相等 的 。 































































































































































































































































































































































































cos20 一 sin20 
sin20 cos20 
这 里 我 们 来 比较 一 下 这 个 矩阵 中 的 同类 项 ， 可 以 推导 出 以 下 两 个 等 式 。 
cos20 = cos20 — sin* 0 
sin 20 = 2sin0 cos0 
也 就 是 说 , 将 cos 29 和 sin 29 用 cos9 和 sin9 来 表示 。 用 含 9 的 式 
子 来 代替 含 29 的 式 子 就 是 倍 角 公式 。 用 和 矩阵 来 表示 旋转 ， 将 其 意思 重新 
解释 ， 就 能 推导 出 倍 角 公式 。 
“旋转 20 角 ” 和 “ 角 0 连续 转 两 次 ”两 者 之 间 可 以 画 等 号 。 我 发 现 其 
实 这 两 者 表示 同一 个 意思 ， 下 来 的 解答 是 如 此 美好 。 
i (©) (©) 
我 一 边 听 着 米尔 嘉 说 ， 一 边 在 想 着 其 他 的 事情 。 一 个 是 聪明 的 女孩 ， 
一 个 是 可 爱 的 女孩 。 如 果 这 两 个 女孩 是 同一 个 人 的 话 ， 接 下 来 的 事情 将 是 


























是 
多 么 美好 啊 。 


AE， 我 什么 都 没 说 ， 只 是 


























默默 地 听 着 米尔 亮 的话 。 
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3.2 ”振动 和 旋转 


















































问题 3-1 








虽说 先 暂 且 不 谈 和 矩阵 ， 但 是 米尔 器 还 是 在 我 的 练习 














将 以 下 数列 的 通 项 




















an 用 n 米 表 示 。 



































数列 像 是 在 振动 。 我 说 。 














“不 对 吗 ?” 我 问 。 

















kK 上 写 下 了 这 样 一 











ZE 

mli oo -=i 0 1 0 -1 0 
“能 解 出 来 吗 ? ”米尔 嘉 问 我 。 
“很 简单 啊 。 这 是 以 1, 0, 一 1, 0 的 顺序 循环 的 数列 啊 ， 也 可 以 说 这 个 
“是 吗 ? 你 是 这 人 么 来 看 这 个 数列 的 呀 ? ”她 好 像 很 吃惊 。 
“没有 没有 ， 你 这 种 思路 没 错 。 那 么 …… 我 想 让 你 用 通 项 来 对 












































说 的 “振动 " 。” 她 说 。 
























































攻 示 你 所 
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Qn 一 0 


一 工 





























(n = 0, 4,8, 
(n= 1,3,5,7,... ,2k+1,...) 
(n= 2,6,10,... ,4k + 2,...) 


本 











“ 嗯 ,的 确 不 能 算 你 错 。 但 是 从 形式 





上 来 三 有 看 不 日 


























FE 不 停 地 比划 这 




















半 侵 。 





米尔 融 闭 上 了 眼睛， 食指 1 























jn 来 表示 通 项 an 就 可 以 了 。 咽 ， 如 果 分 情况 讨 


论 的 话 就 可 以 立刻 得 出 结论 。 








H 数 列 的 振 
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那 这 次 你 再 看 看 这 道 题 。 这 道 题 的 通 项 又 是 什么 呢 ? ”她 睁 开眼 问 我 。 
问题 3-2 
将 以 下 数列 的 通 项 如 用 n 来 表示 。 
万 | 的 
六 | il =i 了 
“是 V-1? ”我 问 。 
“除了 表示 虚数 单位 以 外 ， 还 会 有 什么 呢 ? ”她 说 。 
“没有 了 吧 。 先 暂 且 不 谈 这 些 。 这 个 数列 b 中 ， 如 果 n 为 偶数 ， 
则 刀 为 + 或 者 -1; 如 果 n 为 奇数 ， 则 bn 为 二 或 者 -i。 这 个 数列 也 
像 是 在 振动 吧 ?” 我 说 。 
“这 也 没有 错 。 你 把 这 个 数列 也 看 成 振动 数列 了 吧 ? ”她 说 。 
“你 是 说 除了 这 种 解法 还 有 其 他 方法 吗 ? ”我 问 道 。 
米尔 嘉 上 及 了 了 皮 有 眼 后 回答 我 :“ 考 虑 下 复数 平面 吧 。 所 谓 复数 平面 ， 也 
就 是 以 x 轴 为 实数 轴 ，y 轴 为 虚数 轴 而 组 成 的 坐标 平面 。 这 样 做 的 话 ， 所 
有 的 复数 就 都 可 以 表示 为 平面 上 的 一 个 点 了 。” 
复数 《人 点 
Z 二 Vi > (2,Yy) 

















如 果 将 问题 3-2 的 数列 b 

















想象 成 复数 的 数列 ， 


就 是 0+1i 





那么 工 就 是 1 十 0i i 





li, 114 





我 们 将 数列 bn 

















的 数字 看 作 复 数 平 





























(1, 0)， (0， 1), (—1, 0)， (0, 一 1)， (1, 0)， (0, 1), (= 


硬 上 的 各 点 ， 然 后 























坐标 有 























将 其 画 在 














1;,0)，(0, 一 1 …， 


48 



























































yh 
|(0,1) 
(~1, 0) (1, 0) 
O 
1(0， = 出 
“哈哈 ， 原 来 如 此 。 是 萎 形 ， 或 者 说 正方 形 的 顶点 吧 。 
线 。 
yh 
(0, 1) 
人 
(一 1 0) 2 的 
~ O 2 也 
Ww 
(0， =1) 


上 画 辅 









































Sy 
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| 





























“ 嗯 ， 你 将 这 个 数列 理解 成 这 样 的 图 形 了 呀 。 确 实 也 没有 错 。” 
































下 























































































































“除了 正方 形 之 外 还 可 能 有 别 的 什么 图 形 啊 ? ”我 问 道 。 
“想不到 你 还 真是 个 死 脑筋 啊 。 如 果 这 样 画 会 怎么 样 呢 ? ”米尔 嘉 问 道 。 
vk 
(0, 1) 
1 \ 
/ \ 
\ 
(=1, 0 | (1, 0) 
' 0 1 
\ / 
i ee Eu 
(0, = 








“还 可 能 是 圆 啊 !” 我 惊叹 道 。 
“是 啊 , 还 可 能 是 圆 。 一 个 半径 为 1 的 圆 , 也 就 是 单位 圆 。 复 数 平面 上 ， 
以 原点 为 中 心 的 单位 圆 。 复 数 的 数列 可 以 看 作 是 单位 圆 上 点 的 集合 。 她 说 。 
我 重复 着 。 


“一 般 来 说 ， 单 位 圆 上 的 点 都 可 以 用 以 下 式 子 表示 出 来 。 
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一 、 
全 
河 | 
A 
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Wll 






























































cos0O 二 isinO 














(3 














aun 





























啊 ， 我 知道 了 ,9 是 单位 矢量 (1, 0 ) 所 转 的 


运 


四 ? 9 是 什么 ? 
度 啊 。 我 悦 然 大 悟 。 





(cos 0, sin 9) 




















佣 角 9 1(1, 0) 























tt 


“ 嗯 ， 对， 我 们 把 9 称 为 偏 角 。 复 数 和 点 的 对 应 关系 是 这 样 的 。 米尔 
器 说 。 














复数 人 操 
cogs0 十 isin0 < > (cosb0,sin0) 

















“问题 3-2 的 数列 b, 可 以 看 作 是 将 正方 形 ， 哦 ， 不 对 ， 是 圆周 4 等 分 
的 等 分 点 。 这 4 个 等 分 点 该 用 怎样 的 复数 来 表示 呢 ? ”米尔 亮 看 着 我 问 道 。 
“将 0 增加 90 度 …… 也 就 是 说 将 0 逐步 增加 3 个 弧度 就 可 以 了 ， 那 么 
偏 角 9 就 是 0, 续 ,zt 芍 ,…。 以 下 4 个 复数 就 是 圆周 的 4 等 分 点 。” 我 回答 道 。 

































































































































































cos0. 3 +isin0. 
ole nl 


cos2. 工 十 isin2. 


CE TCE TON 


cos3. 7 +isin3. 
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， 数 列 的 通 项 bn 就 可 以 表示 为 以 下 


式 。 米尔 璐 说 。 


~ 




















“ 嗯 ， 这 样 的 话 











bn = cosn. 3 +isinn.3 (7 OR 2 3 











“我 们 再 回 到 问题 3-1。” 米 尔 遍 说 。 

















(an) (1, 0， -1 0， 1， 0, = 0， 7) 

















“你 刚才 把 Qn 
像 问题 3-2 这 样 来 








解答 3-1 


“为 什么 呀 ?” 














考虑 2 
Oo 












































!' 的 1, 0, 一 1 说 成 是 “振动 ”了 吧 。 那 道 题 其 实 也 可 以 


on (2 OWI 











我 问 道 。 











“我 们 把 它 放 

















到 图 形 上 考虑 。 我 们 将 刚才 所 说 的 4 等 分 点 妈 投 射 到 
是 





旋转 的 射影 。 























2 轴 上 考虑 。 这 档 











fF 就 产生 也 





展 动 现象 。 也 就 是 说 , “振动 











vy 
(0, 1) 
Ee i 
pe 和 
这 \ 
/ \ 
/ \ 
1 下 
(一 1， 0)7 1 (L:; 0) ey 
1 O 4 也 
上 用 
I\ 大 
1\ 
人 和 小 
上 、 波 出 
1 1 
1 总 了 1 
1 、 7 1 
ee i | 
1 ~-muy -一 一 1 
| (0， = 过) | 
1 1 
1 I 
| 
' 投 射 到 z 轴 上 ， 
' 1 
7 7 7 二 
—1 0 下 也 


























“我 们 可 以 从 多 个 角度 来 看 数列 un， 既 可 以 将 它 看 作 “单纯 的 整数 排 
列 ' ， 也 可 以 将 它 看 作 “ 实 数 数 轴 上 点 的 来 回 振动 ， 甚 至 还 可 以 将 它 看 作 
F 点 的 旋转 " 。 如 果 你 发 现 自己 所 看 到 的 数字 只 是 一 元 一 次 的 
点 的 射影 ， 那 么 就 应 该 再 想到 还 可 能 有 一 元 二 次 的 圆 的 结构 。 但 是 一 般 来 
说 ， 能 看 透 藏 在 射影 背后 的 图 形 结构 还 是 很 难 的 。 她 说 。 

我 无 语 。 
“从 整数 联想 到 实数 数 轴 ， 再 从 实数 数 轴 联想 到 复数 平面 ， 然 后 再 联 
想到 高 次 方 的 世界 。 最 后 ， 表 达 式 就 变 得 简单 了 。 表 达 式 变 简单 了 ， 就 说 
明 做 题 人 有 了 更 为 透彻 的 “领悟 。 告 诉 你 数列 中 的 一 部 分 数字 ， 然 后 让 
你 思考 接 下 去 的 数字 是 什么 ， 这 种 题 只 能 算是 智力 小 测验 。 而 通过 探寻 通 


项 才能 看 透 藏 在 背后 的 结构 。 她 补充 道 。 





























































































































看 
池 
避 





































































































































































































































































































































































































































































































3.3 w 53 


哦 ”米尔 驯 






























































































































































我 LI 品 匹 富 口 
“所 以 “眼睛 是 必 不 可 少 的 。 但 我 可 不 是 指 脸 上 的 器 官 
说 着 , 指 了 指 自己 的 眼球 ,“ 我 指 的 是 能 够 看 透 结构 的 眼力 , 这 是 很 重要 的 ”。 
3.3 w 
“ 接 下 来 ， 再 给 你 出 道 题 。” 米 尔 嘉 说 。 
问题 3-3 
将 以 下 数列 的 通 项 cn 用 n 来 表示 。 
志 | 加 1 2 4 5 
cn i = = 1 = 3 














“这 个 数列 是 什么 ? ”我 问 道 。 


尔 还 不 知道 啊 ? ”在 说 这 话 时 ， 她 带 着 





























4 
噬 ? 




















种 轻视 嘲讽 的 语气 。 她 


































































































上 有 5 个 手指 头 都 不 知道 吗 ?” 



































直 白 地表 露出， 她 实在 是 大 吃惊 了 。 她 那 种 口气 就 仿佛 在 说 :“ 你 连 自己 





























到 她 这 么 吃惊 ,我 感到 竹 


重新 拉 回 到 数学 上 。 





























于 YY., 日 我 也 顾 不 上 这 些 了 ? 和 





















































“] 1+V3i 
和 2 》 




















啊 ? ”我 注视 着 米尔 嘉 的 面部 表情 。 









































=15v 生 这 3 项 循环 出 现 一 这 样 回答 是 不 是 很 没意思 





















































“确实 是 没有 你 没 能 解 
没有 抓 住 问题 的 本 质 。” 她 泌 了 我 一 倪 冷 水 。 

“那么 ， 这 个 数列 的 本 质 到 底 是 什么 呀 ?我 问 道 。 
“本 质 当然 就 是 看 1，-14Y ， 








/区 \、 /CNo 






















































































-15* 画 这 3 项 到 底 有 什么 








谜底 ， 没 看 透 其 背后 的 结构 ， 根 本 就 

















54 第 3 章 w 的 华尔兹 












































你 并 没有 发 现 。 这 样 ， 我 们 用 观察 数列 的 币 用 方法 来 做 做 看 。 米尔 嘉 说 。 
“观察 数列 的 常用 方法 …… 移 来 看 看 阶 差 数列 吧 。” 我 在 练习 本 上 算 起 来 。 
对 于 数列 (cw) ， 我 们 可 以 考虑 以 下 数列 (dn)。 



























































dn 一 cn+l 一 cn (meas0 LB") 


C0 Cl C2 C3 C4 C5 


do dl ad ds da 





按照 cl 一 co cz 一 c1, C3 一 c2, … 的 顺序 依次 计算 ， 求 出 (dn)。 








Nn 0 1 2 3 4 5 
一 3 十 V3i ; 3 十 V3i 一 3 十 V3i ; 3 十 V3i 
dn | 3 Va 3 5 3i 一 3 


























咀 ， 我 现在 一 点 都 不 知道 呢 。 





























































































































怎么 样 ?” 米尔 嘉 穷 刀 不 舍 。 如 果 马 上 就 能 求 出 解 ， 胜 利 的 瞩 光 就 
在 眼前 的 话 ， 我 会 急于 往 下 算 。 但 我 现在 还 正 值 摸索 阶段 ， 不 能 着 急 不 
能 慌张 。 

“我 还 是 不 明白 。” 我 老 老实 实地 回答 。 











人 


















































8 是 因为 你 观察 数列 时 只 会 运用 阶 差 数 列 这 个 稼 用 方法 吧 。 她 笑 着 
对 我 说 。 

“要 是 不 求 两 项 的 差 ， 剩 下 的 只 有 求 两 项 的 比 这 个 方法 了 吧 ? ”我 问 。 
“ 那 你 快 做 啊 。 
好 吧 好 吧 …… 对 于 en = 呈 8 这 个 数列 ， 因 为 cn 不 可 能 为 0， 所 以 不 























































































































担心 分 母 为 0 时 分 式 无 意义 的 情况 。 计 算 后 得 …… 
n | 0 1 2 3 4 5 











En 


1 十 V3i 1 十 V3i 1+V3i 一 1+VvV3i 一 1+V3i 一 1 十 V3i 
2 2 史 2 2 2 








“ 啊 1" 整个 (en) 数列 全 都 是 =:* 盏 这 一 项 ， 我 不 禁 大 吃 一 惊 。 
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“有 什么 好 吃惊 的 ? ”她 问 。 

“你 看 ， 取 了 前 后 两 个 数 的 比 后 得 到 的 商 是 相同 的 。 

“这 倒是 。 数 列 (cn) 是 首 项 co 为 1、 公 比 为 = 二 的 等 比 数列 。 其 
实 就 是 1，=1> 全 ，=35 下 这 3 项 中 任意 一 项 的 3 次 方 都 是 1。 也 就 是 说 ， 
这 3 项 都 满足 一 元 三 次 方程 式 z3 = 1。” 

“满足 方程 ”= 1 啊 ?” 

“是 啊 。z3 = 工 是 个 一 元 三 次 方程 ， 满 足 此 方程 的 复数 有 3 个 。 你 知 
道 怎么 解 这 个 方程 吗 ? ”米尔 嘉 问 我 。 

“ 嗯 ， 我 想 我 应 该 会 。 因 为 我 知道 xz = 1 是 这 个 方程 的 一 个 解 ， 然 后 
提取 (x 一 1 ) 这 个 公 因 式 就 可 以 了 。” 

x 一 1 
邮 z-1=0 将 1 移 项 到 左边 ,右边 就 变 为 了 0 
电 (z 一 1)(z2 十 x 十 1) = 二 0 ”将 左边 因 式 分 解 

“接着 呢 ? ”米尔 嘉 问 。 

“ 接 下 来 要 解码 +z 十 1= 0 这 个 方程 式 。 一 元 二 次 方程 uz2 二 如 十 c=0 
的 求解 公式 为 z = 于 E42e ， 使 用 这 个 求解 公式 就 可 以 了 。” 我 边 说 边 
计算 着 。 

_1 一 十 vV3i 一 1 一 V3i 
2 2 
听 了 我 的 解释 ， 米 尔 嘉 点 了 点 头 。 
“是 啊 。 那 现在 先 将 二 二 > 定义 为 w。 
—1+ V3i 
2 


“w? 和 一 入 相等 。” 
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2 


(了 二 3 
2 
(—1 + V3i)? 
22 





_ CD -2V3i+ (V3i)? 
4 








“1 连续 和 几 个 w 相 乘 后 

















1 = /S31 三 久 
4 
3i 
4 
= 一 31 
2 
， 就 形成 以 下 数列 。” 








5 


2 3 4 
lw ww ,WW ,We 





1, 


“也 就 是 说 ，1, wo wo 1 wo wo 


因为 ”= 1， 所 以 这 个 数列 又 可 以 写成 以 下 

















2 2 
WwW, Ww 1, Wy WW 











么 将 (1, w, wr”) 这 3 个 数 在 复数 平 理 





BA Ne 
很 兴奋 。 





























上 表示 看 看 。 快 快 快 ! ”米尔 嘉 好 



































这 个 数列 就 恰巧 是 数列 (cn》, 忆 
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yh 
—1+ V3i 
2  “- ~ 
i 、 
7 ~ 、 
挛 1 $e 、\ 
‘ 1 Se 
/ 1 I \ 
由 i SS \ 
~ \ 
家 2 \ 
1 | 3 \ 
1 ™ 1 
| 1 | 
T 一 es 
' 1 但 -~ 1 了 
1 1 1 
\ 1 本 
1 -一 / 
入 1 一 7 
\ 1 5 
\ 1 We 迷 
、\ -> / 
二 1 中 / 
1 六 ~ 
~ Re 
2 —1— V3i 2 
2 
ey PP 涝 站 入 
哇 ! 这 网 坪 、\ 十 目 必 乡 呵 ? 我 问 。 





































































































“从 数列 的 周期 性 联想 到 圆 是 很 自然 的 ， 根 据 循环 重复 的 道理 求 出 图 
是 圆 也 是 很 自然 的 。 那 些 把 这 组 数列 看 成 是 实数 轴 上 的 数字 的 人 会 认为 
这 些 数字 只 是 在 “振动 ', 但 如 果 能 把 这 组 数列 看 成 是 复数 平面 上 的 点 的 话 ， 
就 会 发 现 这 些 数 字 是 在 “旋转 ' ， 进 而 能 够 发 现 这 个 图 形 的 结构 。 对 吧 ?” 
她 间 。 
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解答 3-3 
és 人 
这 里 令 W 寺 尖 和 
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米尔 露 的 脸颊 有 点 微微 泛 红 ,舌头 也 开始 打 结 :“ 到 










































































讨论 了 4 等 分 点 和 正方 形 、3 等 分 点 和 正三 角形 。 如 果 将 










































































岗 在 为 止 ， 我们 
i 一般 化 ， 也 就 
是 关于 n 等 分 点 和 正 n 边 形 的 问题 。 这 就 和 棣 莫 弗 定理 上 县 息 相 天 了 。 




















“ 棣 

















由 
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站 
re 
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IR 
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准 
DD 
Sn 












































光 是 “复数 cos9 二 isin9 的 n 次 方 是 





























cosn0 十 isinn9’。 从 图 形 的 角度 来 说 ,， 棣 莫 弗 定理 主要 说 的 就 是 “单位 






































于 上 的 角 9 反复 旋转 n 次 后 其 实 就 是 转 了 m0 。 透 过 数学 






































能 够 看 到 单位 圆 上 点 的 旋转 。 米尔 喜 看 着 我 ， 用 手指 画 ] 

















































































































“在 棣 莫 弗 定理 中 ， 如 果 n= 2， 立 刻 就 能 推导 出 倍 和 角 





(cos0+ising)"” = cosn0tisinng 
(cos0+isinO)?= cos20++isin20 
cos20+i.2cos0sin0— sin*0=cos20+isin20 


(cos20 — sin?0)+i2cos0sin0=cos20+isin20 

































































公式 ， 我 们 应 
个 圆 。 
Ea” 

棣 葛 弗 定理 
当 n = 二 2 时 
将 左边 展 
将 左边 整理 






































“ 接 下 来 只 需 将 两 边 的 实 部 和 虚 部 分 别 画 上 等 号 即 可 。 米尔 喜 继 续 说 。 





(cos2 0 — sin? 0) +i.2cos0sing = cos20 二 isin20 
NR ; \- 一 一 一 一 一 这 一 


二 


人 FP 立 | 
实则 

















“好 了 ， 这 就 是 倍 角 公式 了 。 米尔 喜 说 。 











2 ;2 襄 > 立 
cos 0 一 Sin 0 一 cos20 实 阁 





2cos0sin0 = sin20 虚 部 


虚 部 实 部 虚 部 
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“你 不 是 玩 过 9 在 矩阵 中 的 旋转 变化 吗 ? 反正 是 玩 ， 不 如 将 旋转 的 点 
画 成 图 形 ， 当 作 三 角 函 数 看 ， 或 者 再 到 复数 数列 里 变化 看 看 ， 这 样 更 好 玩 






























































































































































我 完全 败 在 了 米尔 嘉 的 手下 ， 什 么 话 都 说 不 出 来 。 

“你 从 ==1 这 一 点 就 能 看 出 这 是 单位 圆 的 三 等 分 点 了 吧 ; 你 也 能 看 
出 笃 这 个 偏 角 、 复 数 平面 上 的 正三 角形 ， 以 及 由 w 产生 的 三 拍 转 一 圈 的 
旋转 了 吧 ; 你 还 能 看 到 1, w, w 这 三 个 小 人 在 复数 平面 中 舞蹈 了 吧 。 米 


尔 嘉 一 口气 说 完 。 
































































































































































































































“你 看 到 w 跳 的 华 尔 效 了 吗 ? ” 她 嫂 然 一 笑 。 
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斐 波 那 契 数列 和 生成 函数 





在 我 们 所 知道 的 范围 内 ， 解 数列 题 最 有 效 的 方法 是 
先 从 可 能 产生 所 求 数列 的 无 穷 级 数 开 刀 。 
一 一 葛 立 恒 ， 高 德 纳 ， 帕 塔 许 尼克 ,《 上 有 具体 数学 : 计算 机 科学 基础 》B3H] 

































































高 二 那 年 秋天 ， 某 天 放学 后 ， 我 在 图 书 室 教 泰 洲 拉 数学 ， 是 很 简单 的 
































(a+b)(a—b)= (a+b)a— (a+ ob 
一 aa 十 ba 一 ab 一 bb 


2 2 
一 Q 一 b 


























我 将 (a 十 5)(a 一 0) 展开 成 a? 一品 给 她 看 后 ， 跟 她 说 只 要 记 住 “两 数 
之 和 与 两 数 之 差 的 积 是 这 两 个 数 平方 的 差 ” 即 可 。 她 说 :“ 我 明白 了 。 听 了 
学 长 所 说 的 ， 我 觉得 自己 将 以 前 支离破碎 的 知识 点 归纳 到 了 一 起 。 
这 时 米尔 壳 来 了 。 她 径直 走 同 我 们 , 猛 地 朝 泰 洒 拉 的 椅子 踢 了 一 脚 。“ 
的 一 声响 得 可 怕 ， 图 书 室 里 的 学 后 都 不 约 而 同 地 看 内 我 们 这 里 。 泰 条 拉 吓 




































































[1 
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得 从 位 子 上 跳 了 起 来 ， 狠 狠 地 瞪 了 米尔 嘉 一 眼 便 走 出 了 图 书 室 。 我 析 在 那 
里 ,什么 话 也 说 不 出 来 ， 只 能 目送 着 泰 条 拉 离 开 。 
米尔 嘉 像 什么 事情 都 没有 发 生 过 似 的 把 椅子 摆好 ， 然 后 若无其事 地 人 
下 看 我 的 练习 本 ， 再 后 来 便 是 气 呼 呼 地 拉 我 的 袖子 。 她 等 我 坐 下 后 问 :“ 这 
是 公式 的 展开 ? ” 

我 回答 说 ， 因 为 学 妹 问 我 题目 所 以 刚才 教 了 她 。 

“这 样 啊 。” 米 尔 台 说 着 ， 拿 过 我 手中 的 自动 铅笔 开始 转 起 笔 来 。 随 
后 她 说 ,“ 喂 ， 我 们 一 起 来 找 规律 吧 。” 
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4.1.1 ” 找 规律 
喂 ， 我 们 一 起 来 找 规律 吧 。 从 (1 十 3)(1 一 zx) 的 展开 式 出 发 ， 这 正好 
是 (a 十 5)(a 一 5) 的 特殊 情况 。 






































(1+2z)(1—2z)= (1+2z):1—(l+2z):z 
= (1+2)— (z+ xr?) 
=1+(z— 2) -2 

Cs 
抵消 


一 1 一 zZ? 





























接着 ， 我 们 用 (1 十 x +z2) 代替 式 子 (1 十 x)(1 一 xz) 中 的 (1 +z)。 











1+z+2):1— (lz+r):z 








( 
= (1+x+r)— (r+r + rs) 
=1+ (zt—7z)+(r: 一 z2) 一 Z3 
CA 
抵消 抵消 


一 1 一 z3 
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正 负 项 相互 





























规律 很 明显 吧 。 式 子 只 剩 最 左 端 和 最 右 端的 部 分 ， 推 导 过 程 
抵消 。 如 果 用 竖 式 计算 , 规律 更 是 显而易见 。 比 如 说 将 (1 十 Zz 十 人 十 x)(1 一 之 ) 





















































































































































写成 以 下 形式 。 你 很 快 就 能 发 现 最 后 只 剩 下 两 端的 项 。 
1 十 Z 十 22 十 zZ3 
x l= 
一 一 02 一 23 一 2 
1 二 zz 十 zZ2 十 23 
1 = 

















令 n 是 0 以 上 的 整数 ,我 们 来 写 出 一 般 形式 。 








) 
(1+z)(1—7z)=1— x? 
(1+z+x)(l1— 7x)= 23 
(1 十 zZ 十 2Z2 十 23)(1 zr)=1— 
(LTZz+zZ2+z3+zOL 一 ao)= 王 1 一 2 








(1 十 ww 十 十 人 十 x 十 … 十 x”)(1 一 2)= 二 1 一 z+! 


© © OO 




















ee 原来 如 些 ， 我 想 ,但 是 这 也 没什么 特别 好 玩 的 。 这 是 常见 的 展 
式 的 一 般 化 。 先 暂 且 不 想 这 些 ， 不 知道 刚才 被 米尔 露 踢 飞 椅子 的 泰 条 拉 玉 
任 怎 样 了 。 

“到 此 为 止 都 是 很 常见 的 式 子 吧 。” 米 尔 嘉 又 开始 往 下 说 。 
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4.1.2 等 比 数 列 的 和 












































到 此 为 止 都 是 很 常见 的 式 子 吧 。 接 下 去 说 什么 好 呢 ? 再 写 一 下 刚 
才 的 式 子 吧 。 
(1 二 十 十 人 十 ZX 十 十 2X")(1 一 2)==1 一 zt 





























这 里 如 果 两 边 同时 除 以 1 一 z， 为 了 不 使 分 母 为 0, 我 们 假设 1 一 zx 











1 
Ee 2 


1 十 xX 十 十 人 十 2 十 … 十 x"” 二 





1—Zz 








到 现在 为 止 算 的 都 是 类 似 “ 求 积 公式 ”的 式 子 ,现在 这 个 式 子 看 上 去 
像 “ 求 和 公式 "”。 其 实 ， 这 个 是 等 比 数 列 的 求 和 公式 。 确 切 地 说 ， 这 是 
项 为 1、 公 比 为 x 的 等 比 数 列 。 也 就 是 说 ， 求 (1, z，zZ2，z3 7X") 
这 个 数列 从 首 项 第 0 项 到 第 n 项 的 和 。 


那么 ， 接 下 来 要 说 什么 呢 ? 
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我 对 米尔 问 说 :“ 接 下 来 说 说 等 比 数列 的 无 穷 级 数 是 很 自然 的 吧 。” 我 
们 不 该 在 计算 到 第 n 项 的 有 限 和 时 就 停 下 ， 而 是 应 该 求 无 限 和 。 
米尔 璐 微笑 着 回答 说 :“ 是 响 。” 















































4.1.3 向 无 穷 级 数 进 军 

对 ， 我 们 该 考虑 无 穷 级 数 。 

我 们 先 将 无 穷 级 数 定义 为 1+z +2z2+2z3 十 .…， 是 等 比 数 列 的 部 分 
和 的 极限 。 














1 十 2 二 2Z 十 2 十 … 十 XX 一 


n 
元 二 = 
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中 








2 的 绝对 值 比 1 小 时 , 也 就 是 说 |z| < 1 时 , 如 果 冯 趋同 于 无 穷 大 的 话 





























g 么 zz?+1 趋向 于 0， 以 下 式 子 也 就 成 立 了 。 
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1 十 ZX 十 人 十 十.… 二 1 二 





RE 














z"+ 趋向 于 0 的 必要 条 件 。 





ee 
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等 比 数列 的 无 穷 级 数 (等 比 级 数 公式 ) 




















1 
| 1 十 XY 十 人 十 十:… 二 一 一 


一 
































Tr 


样 就 能 求 出 无 穷 级 数 了 。|z| < 1 这 个 条 件 是 nn 趋向 于 无 穷 大 时 ， 


喂 ， 你 不 觉得 很 有 趣 吗 ? 左边 是 无 限 延 续 的 数列 的 和 ， 有 无 限 个 项 ， 
































不 可 能 把 每 一 项 都 明确 地 写 出 来 ; 而 右边 则 只 有 
所 限 个 项 的 和 ， 这 种 浓 颖 的 表达 方式 真 好 。 
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pa 
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Kl 

让 
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个 分 数 。 只 用 一 个 分 数 


























外 ， 天 已 经 黑 











ja 
a 
[e] 

站 
Lv 
册 
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里 也 只 剩 下 我 和 米尔 需 了 。 米 尔 嘉 似乎 精 










































































神 特 别 好 ， 还 没 等 我 回应 就 直接 说 :“ 我 们 再 接着 讨论 一 下 生成 函数 。” 
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4.1.4 向 生成 函数 进军 

我 们 再 接着 讨论 一 下 生成 函数 。 

从 这 里 开始 我 们 不 讨论 无 限 接近 于 某 个 数值 的 情况 。 首 和 完 ， 让 我 们 
刚才 讨论 的 等 比 数列 的 无 穷 级 数 想象 成 关于 z 的 函数 。 







































































[二 















































1 二 zz 十 Z2 十 Z3 十 …: 











现在 ， 为 了 让 大 家 能 够 好 好 观察 这 个 函数 中 z 的 n 次 方 前 面 的 系数 ， 
我 们 将 这 些 系数 明确 地 写 出 来 。 


















































lz0 十 1zl 十 1z2 十 1z3 十 .…. 
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部 




















就 像 这 样 ， 各 系数 形成 了 (1, 1,1,1,…) 的 无 穷 数 列 。 
以 想到 以 下 的 对 应 情 


我 们 可 








o 


数列 。 < ”函数 
(lL, 1 Ls {> 1 4 





一 视 同仁 。 a re tn 下 

















2 





数列 > 函数 
(Ll LD 《一 二 二- 




















这 样 的 数列 和 函数 的 对 应 关系 可 以 变形 为 以 下 这 种 一 般 形 式 。 











数列 。 ”函数 


2 3 
(ao a1) 02, Q3,"**) 0 十 Q10 十 Q22 十 a3z 十 … 








像 这 样 与 数列 相对 应 的 函数 叫 作 生成 函数 。 这 是 将 原先 七 零 八 落 的 无 
数 个 项 用 一 个 函数 归纳 出 来 的 式 子 。 我 们 将 生成 函数 定义 为 x 的 需 的 无 限 和 ， 






































突然 米尔 嘉 停 下 不 说 计 























王 深 思 着 什么 o 
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5 了 。 她 沉默 着 ， 闭 上 眼 ， 丑 毛 紧 锁 ， 慢 慢 地 吸 

















米尔 嘉 ， 在 一 旁 静 静 地 








得 她 ， 她 那 床 亮 的 展 


I 


























区， 
所 穷 级 数 ……… 还 有 生成 函数 。 





眼镜 ， 等 比 数列 的 












































& 们 考虑 了 























葵 ， 米 尔 嘉 有 睁 开 了 眼睛 。 
与 数列 相对 应 芯 
































函数 对 吧 ? ”米尔 嘉 温 柔 地 问 ， 














函数 的 有 限 项 代数 式 的 i 



















































































， 那 么 这 个 有 限 项 代数 式 也 和 数 



































3 
开 
















































































du” 米尔 嘉 小 声 跑 咕 着 。 

















和 数列 相 


更 渐渐 小 了 下 来 。 她 好 
象 要 告诉 我 一 个 宝藏 所 藏 的 地 
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到 ”过 渡 到 “ 生 






































互 


























王国 " 。 这 样 的 话 ， 就 能 


学 时 间 到 了 ! 


， 突 然 一 个 人 大 声 说 道 ， 

















9 我们 一 点 都 没 在 











































































































察觉 到 区 















































己 漏 听 一 句 。 两 个 王国 ? 

要 害 实在 太 难 了 。 这 时 ， 应 该 
司 " 。 然 后 再 穿 过 “生成 函数 王国 
数列 题 的 关键 了 吧 。” 她 说 。 








邓 我 们 都 吓 了 一 跳 。 正 沉浸 在 
管理 员 就 站 在 我 们 号 后 。 
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| 数列 和 生成 函数 的 对 应 
| 数列 <》 ”生成 函数 


2 
(ao Q1, a2 pp) < 一 Q0 十 QZ 十 Q27” 十 … 


4.2 抓 住 斐 波 那 契 数列 的 要 害 























我 们 转移 到 附近 的 咖啡 店 ， 和 草草 点 完 单 后 又 继续 开始 刚才 的 数列 的 话 
题 。 抓 住 数 列 的 要 害 究竟 是 怎么 回 事 呢 ? 两 个 王国 又 到 底 是 什么 呢 ? 听 了 
我 的 问题 ， 米 尔 嘉 推 了 推 眼 镜 说 :“ 嗯 ， 是 啊 。 




















































































































4.2.1 碍 波 那 契 数 列 
是 啊 。 这 个 比喻 可 能 不 太 符 合 届 辑 , 太 夸 张 了 。“ 在 两 个 王国 里 穿 权 漫步 
抓 住 数列 的 要 害 ” 其 实 就 是 “运用 生成 函数 来 求 数列 的 通 项 ” 呀 。 
现在 给 你 看 看 “旅行 地 图 ” 吧 。 首 先 ， 求 得 与 数列 相对 应 的 生成 函数 。 
其 次 ,将 生成 函数 变形 ， 求 出 生成 函数 的 有 限 项 代数 式 。 然 后 再 将 有 限 项 
式 根 据 罕 级 数 展 开 ， 最 终 求 得 数列 的 通 项 。 也 就 是 说 ， 通 过 生成 函数 来 找 
出 数列 的 通 项 。 

















































































































































































































































































































“运用 生成 函数 来 求 数列 的 通 项 ”的 “旅行 地 图 ” 

















数列 二 生成 函数 
数列 的 通 项 < 生成 函数 的 有 限 项 代数 式 









































































































































































































































4.2 抓 住 斐 波 那 契 数列 的 要 害 ”69 
例如 ， 以 数列 中 的 斐 波 那 契 数 列 为 例 。 你 知道 斐 波 那 契 数列 吧 ? 
{011,23 5 87 ) 

这 个 数列 从 第 三 项 开始 ， 每 一 项 都 等 于 前 两 项 之 和 。 

0,10+1=11+1=2,1+2=3,2+3=5,3+5=8, 

这 个 数列 也 有 从 1 开始 的 情况 ， 但 是 这 里 我 们 从 0 开始 。 

我 们 假设 ,为 斐 波 那 契 数列 的 通 项 。Fo 和 0 相等 ,本 和 1 相等 ， 
的 推导 公式 。 


生 质 在 























y= = 


全 一 < 





项 开始 ， 每 











这 个 定义 














中 对 E 
LT 六 





波 那 契 数列 。 但 

















前 两 项 之 和 ” 
体现 。 另 外， 还 可 以 像 Po, 让, Fo,.… 这 
到 没有 表现 为 “关于 ns 的 有 限 项 代数 式 ”。 





斐 波 

















印 掉 数列 的 这 个 






































名 是 说 ， 通 项 公式 Fi 


























用 n， 不 是 关于 mn 的 
































1 Fo+ Fl 






































说 的 “ 没 丰 


门 假设 要 求 


抓 住 




















数列 


斐 波 
































也 





求 Fogg 十 Fo99 的 和 才 




















那么 要 








进 





K 














长 求 5， 


行 n 





4 Za + 











HT 
| 





1 次 





害 ” 状 态 。 
那 契 数列 的 第 1000 ] 
7 





长 求 到， 





于 接 代数 式 。 这 也 























股 情况 


三 填 主 六 入 
发 串 寞 | 


下 











» 











重 














9? 

















下 i000 的 人 





节 。 如 果 靠 扒 




















时 公式 来 计 














加 法 计算 。 这 实在 太 无 聊 了 。 我 想 将 丽 



































































































































































































































70 第 4 章 斐 波 那 契 数 列 和 生成 函数 
表示 成 “关于 n 的 有 限 项 代数 式 ”"。“ 关 于 nn 的 有 限 项 代数 式 ” 究竟 是 什么 
意思 呢 ?” 粗 略 地 说 ， 它 就 是 “将 大 家 都 知道 的 运算 方法 在 有 限 的 次 数 内 i 
行 组 合 后 得 到 的 代数 式 ”。 

我 很 想 将 Fh 表示 成 “关于 n 的 有 限 项 代数 式 ”， 抓 住 辈 波 那 契 数列 的 
要 害 

问题 4-1 
将 斐 波 那 契 数列 的 通 项 也 表示 成 “关于 n 的 有 限 项 代数 式 ”。 

















4.2.2 斐 波 那 契 数列 的 生成 函数 









































































































































































































































































































































那么 ， 接 下 来 我 们 就 将 与 斐 波 那 契 数列 相对 应 的 生成 函数 称 为 F(z)。 

也 就 是 说 ， 我 们 将 其 对 应 关系 表现 为 以 下 形式 。 
数列 人 人 生成 函数 
《0 本 22 二 F(z) 

在 函数 F(z) 中 ， 如 果 将 zx” 这 一 项 的 系数 用 请 , 来 表示 ， 那 么 整个 函 
数 就 可 以 用 以 下 式 子 表示 出 来 。 这 样 , 我 们 就 可 以 同 生成 函数 的 王国 过 渡 了 。 
F(x)= Forx + Fx! + Fr + Fx? + Part + 
= 0z + 1z! 1z2 十 2z3 十 3z4 十 .…. 
= T+ z+ 2z3 二 3z4 十 .…， 

接 下 来 ， 我 想 调 查 一 下 函数 F(z) 的 性 质 。 函 数 了 (x) 的 系数 权 , 是 斐 
波 那 契 数 列 的 通 项 ， 如 果 好 好 利用 这 点 的 话 ， 我 们 很 快 就 能 找到 关于 函数 
f(z) 的 有 趣 性 质 。 

斐 波 那 契 数 列 的 性 质 究竟 是 什么 呢 ? 当然 我 们 刚才 已 经 求 得 推导 公 
式 玉 = 机 -+ 及 -1， 如 果 我 们 好 好 利用 这 个 表示 各 项 间 关 系 的 推导 公 
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式 的 话 ，-2 ,Fn-_1， Fn 这 样 的 系数 就 可 以 在 了 F(z) 的 计算 过 程 中 出 现 。 
如 下 所 示 。 





F(x) 一 .…… :二 RR 半 Fix™! 六 Fx” re 





























我 想 把 系数 及 -> 和 有 到 -1 相 加 试 试看 ， 但 是 z 的 竹 次 方 互 不 相同 ， 所 


以 不 能 合并 同类 项 。 那 该 怎么 办 呢 ? 
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米尔 高 看 看 我 。 嗯 。z 的 需 次 方 确实 不 同 , 不 能 将 它们 的 系数 直接 相 加 。 
办 为 它们 不 是 同类 项 ， 所 以 不 能 合并 。 将 数列 和 生成 函数 相互 对 应 ， 真 的 
会 发 生 有 趣 的 现象 吗 ? 一 一 终于 ， 从 米尔 需 嘴 里 吐出 了 一 句 :“ 很 简单 哦 。 


















































































































































4.2.3 封闭 表达 式 

很 简单 哦 。 

2 的 需 次 方 如 果 互 不 相同 的 话 ， 将 不 同 的 部 分 乘 上 z 就 好 了 。 同 底数 
寡 相 乘 ， 底 数 不 变 指数 相 加 ， 也 就 是 所 谓 的 指数 运算 法 则 。 






























































n—2 变 九 一 2 十 2 n 
2 “T= 二 XT 一 























例如 ， 玉 az" 乘 以 z2 的 话 得 及-2z72 。 如 下 所 示 ， 如 果 巧 妙 地 j 
行 乘法 运算 的 话 ， 就 可 以 统一 为 z? 的 形式 。 为 了 使 形式 统一 ， 我 们 将 1 
写作 z0。 



























































Por ?7 = hr" 
二 
Fri1T™ -x = ys" 


For or = hor" 
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这 样 一 来 我 们 就 可 以 运用 与 函数 了 (xz) 相对 应 的 斐 汲 那 契 数 列 的 推 
导 公 式 了 。 好 ， 我 们 将 F(x) 分 别 和 z2, x1, x" 相 乘 后 的 式 子 写 下 来 看 看 。 



































式 子 A: F(x): x Fox? 村 3 十 4 十 ……: 
式 子 B: F(x):z! Forl + Pix + Far + Fare +... 
式 子 C: F(z) :x = For + hr! + Pov? + Fr + Paz’ + 






































这 样 就 统一 了 震 次 项 。 利 用 式 子 A、 式 子 B、 式 子 C， 我 们 接着 进行 
计算 。 这 样 一 来 ,我们 就 可 以 运用 同类 项 系数 Fn 的 推导 公式 。 







































































式 子 A 十 式 子 B 一 式 子 C 





























在 进行 计算 的 时 候 ， 式 子 左边 就 变 成 了 以 下 





WE 


式 。 











(左边 ) = F(z) .x2 十 F(z) :x 一 F(z): 2 
= F(x): (x2+7! — 7") 











然后 ， 式 子 右 边 变 为 以 下 





式 。 


NS 














(右边 ) = Fozx 一 Fox? 一 下 x， 
+ (Fot+h or).x 
(D+F Fs):.r 
(Fas+ Fs— Fi).w’ 









































式 子 右边 经 计算 就 只 剩 下 起 始 部 分 fox 一 fox" 一 iz*， 其 他 部 分 


全 都 抵消 了 。 为 什么 这 么 说 呢 ? 这 是 因为 根据 斐 汲 那 契 数 列 的 推导 公式 ， 
Fn-2+ Fn— 这 部 分 等 于 0， 任何 数 乘 以 0 都 会 马上 消失 。 
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我 们 已 经 没什么 必要 写成 z" 和 zi 的 形式 了 , 直接 写 1 和 x 就 可 以 了 。 
5 么 ， 而 就 可 以 写成 0， 六 就 可 以 写成 1。 于 是 ,我们 得 到 了 以 下 式 子 。 


























F(x): (2*+7x—1)=— 






































边 同 时 除 以 雪 十 xz 一 1， 整 理 后 就 能 求 得 (xz) 的 有 限 项 代数 式 。 
这 就 是 F(z) 的 庐山 真面目 哦 。 














































































































我 看 到 斐 波 那 契 数列 的 生成 函数 变形 成 了 这 样 一 个 简单 的 有 限 项 代数 
式 ， 心 中 雀跃 无 比 。 因 为 这 个 代数 式 包 括 了 无 限 延续 下 去 的 辈 波 那 契 数列 
的 全 部 内 容 ， 是 一 个 高 度 浓缩 的 式 子 。 











































































































(0,1,1,2,3,5,8,...) 和》 





4.2.4 ”用 无 穷 级 数 来 表示 

我 们 思考 讨论 了 斐 波 那 契 数列 的 生成 函数 F(z)。 如 果 用 
f(z) 的 有 限 项 代数 式 ，z 的 n 次 方 前 的 系数 应 该 是 FP。 

所 以 ， 接 下 来 我 们 的 目标 是 想 办 法 将 了 2sz 用 x 的 无 穷 级 数 来 















































Nl 
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1—z—x2 示 。 
我 们 曾经 用 下 面 的 分 式 形式 来 表现 过 关于 z 的 无 穷 级 数 。 
1 ee: 
ri 一 1 十 2 十 2 十 2 十 …: 












































比如 说 ， 我 们 能 否 想 办 法 将 二 zs 变 成 与 二 ,类似 的 形式 呢 ? 如 果 


一 TX 一 
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可 能 的 话 ， 我 们 就 能 从 生成 函数 的 王国 回 到 数列 的 王国 了 。 回 去 的 时 候 当 







































































然 不 能 空手 ,请 带 一 件 生成 函数 王国 的 “ 土 特产 ” 噢 。 那 就 是 斐 波 那 契 数 





























© © © 











米尔 对 盯 着 我 的 眼睛 。 响 ， 对 了 ， 接 下 来 只 要 把 生成 函数 F(z) 写成 
无 穷 级 数 的 形式 ， 就 可 以 求 得 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 了 吧 。 我 一 直 有 果 新 
生成 函数 的 形式 看 ， 彻 底 弄 请 了 其 结构 。 






























































~ 
CA 






















































































F(z) = 了 四 


wp2 

分 母 1 - z - 2? 是 个 二 次 代数 式 。 首先， 先 试 试 将 1 一 z 一 z2 因 式 分 
解 。 我 在 练习 本 上 又 开始 计算 起 来 。 米 尔 嘉 一 直 在 旁边 采 着 看 。 

假设 有 未 知 常 数 " 和 s， 式 子 1 -- > -- z? 便 可 分 解 成 以 下 

























































































WA 


式 。 




















1—7z— 7x2=(1— rz)(l— sz) 









































如 果 照 上 述 式 子 那样 分 解 的 话 ， 通 过 像 下 面 这 样 求 分 式 的 和 ， 在 通 分 
的 时 候 分 母 就 正好 可 以 变形 成 1 一 2z 一 x? 的 形式 了 。 


































































































1 ， 1 _ (未知 数 ) 

l—rr 1—-szx (1—rzx)(l— sx) 
_ 《未 知 数 ) 
1 一 2 一 22 














计算 这 个 式 子 ， 当 它 变 形成 了 和 jz 的 形式 后 , 再 求 出 + 和 s 就 可 以 了 。 





























1 由 


1— sz 
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4.2， 抓 住 斐 波 那 契 数列 的 要 害 





1—r7rzx 





1 = 1—sz 


(1 or7z)(l — sz) 


(1 —rz)(l1 — sx) 


2 一 个 十 5)2Z 





一 1 一 (个 十 5)Z2 十 7802 
































































































































































































































































































































咽 ， 只 要 我 们 顺利 计算 出 > 和 s 的 值 ， 分 母 1 一 (7 十 s)z 十 7sz? 就 有 
可 能 变 成 1 一 xz 一 2 的 形式 。 但 是 ， 分子 2 一 (7 十 s)z 却 很 难 变形 为 z 的 
多 式 ， 因 为 常数 2 无 法 被 抵消 。 

当 我 在 咬 咕 时 ， 米 尔 嘉 在 一 旁 提示 说 :“ 如 果 用 这 种 方法 ， 就 能 顺利 
进行 下 去 哦 。” 
4.2.5 解决 

如 果 用 这 种 方法 ， 就 能 顺利 进行 下 去 哦 。 

我 们 在 分 子 里 放 入 参数 。 也 就 是 说 , 假设 有 4 个 未 知 常数 R, 5, r,s， 
接着 思考 以 下 式 子 就 好 了 。 

R Ss 
1 一 rr 1 一 sz 
计算 此 式 。 
R 5 _ RUIU-s) | S(—rz) 
l—rz 1-sr (lrz)(l—sz) (1—rz)(l— sx) 


(R+S)— (rsS+sR)z 





1— (r+s)z+rsr? 









































如 果 要 使 以 下 式 子 成 立 , 只 要 





(R+S5)—(rS+sR)zr 


外 定 第 数 R, S ,r,s 分 别 为 多 少 就 可 以 了 。 


Tr 





1 一 (rr 十 s)z 十 


rsx2 1—-z— x2 
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比较 等 式 左 右 两 边 后 ， 只 要 解 出 以 下 联 立 方程 组 就 可 以 了 。 























R+S = 0 
rsS+sR=—1 
7 二 8 三 1 

TS = 











4 个 未 知 数 配 有 4 个 独立 的 等 式 。 我 们 试 着 解 一 下 这 个 联 立方 程 组 。 





























无 二 


1 




















首先 , 将 RR 和 5 分 别 转 化 成 只 含有 7 和 s 的 关系 式 。 














go 





) 
和 于 一 








这 样 一 来 ， 就 找到 了 用 无 穷 级 数 来 表示 F(x) 的 头绪 。 我 们 先 暂 日 






































求 出 + 和 s 具体 为 多 少 ， 继 续 推导 














































































































不 
导 下 去 。 
天 
~ 1xz—zx2 
wv 
(1 —72x)(l1 — sx) 
_ 3 
~ 1-—rzx 1 一 sz 
二 ~ 
二 代入 。 
1 二 1 1 
rs 1 一 rr—s 1 一 sz 
1 1 1 
rs\l—rw 1 一 sz 
222 7323 二 代入 , 将 这 用 1+sz]1 








、 1 
将 和 = 用 1 十 rz 十 7 


s272 十 S32 十 .… 代入 。 

















4.2， 抓 住 斐 波 那 契 数列 的 要 害 


1 
二 ((1+rz+r2zz2+razs+…】 
人 一 5 


一 (1+sz+s2z2+sszs+…)) 




















= 一- (Cr —s)s+(r? — ss) + (r? 一 sz 

















































































































yA: r2—s? | 73 一 53 3 
一 名 站 ped 
T= A r= 
然后 整理 一 下 。 
2 2 3 3 
F(z) = 0 人 一人 2 ，7 二 5 3 1 
个: 二 总 r= T= 
-~ —— —A— -一 一 一 
Fo Pl Fa Fs 
于 是 ， 我 们 就 求 得 了 用 7 和 s 所 表示 的 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 。 
n nN 
有 7 S 
六 过 














接 下 来 只 剩 计 算 > 和 s 的 值 这 一 步 了 。 关 于 7 和 s 的 联 立 方程 组 为 


7 十 Ss 二 1 
7S 一 一 | 
通常 解 联 立方 程 组 的 方法 当然 也 可 以 ,不 过 既然 "、s 的 和 为 1， 


积 为 -1, 那么 就 可 以 说 它们 是 方程 zz 一 (7 十 s)z 十 7s ==0 的 解 。 也 就 是 说 ， 














































































































解 这 道 题 的 关键 就 是 要 知道 “一 元 二 次 方程 的 解 与 系数 的 关系 "。 为 什么 
这 么 说 呢 ? 因为 我 们 可 以 将 这 个 一 元 二 次 方程 分 解 为 以 下 形式 。 
































22 一 (rr 十 sz+rs=(z 一 r)(z 一 5) 





换血 话说 ,根据 7 十 s 二 1, rs 二 一 1 这 个 条 件 , 我 们 可 以 得 出 二 次 方 
程 的 解 就 是 > 和 s。 
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rz2— (ris)rti+rs=x —xz—1 


一 0 



































一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 可 以 得 到 z 的 值 。 
































去 
“1 土 V5 
2 
假设 > 大 于 s， 可 得 
1+V5 
Tr 二 + 
— 1—VvV5 
Sg 








内 为 + 一 s = V5， 所 以 
Fe 1 LEV /ley5Y 
人) ) 
此 ， 我 们 就 能 求 出 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 了 ， 如 下 所 示 。 
ee 1+V5N” /1—- v5Y 
8 2 2 


好 了 ， 这 样 问题 就 告 一 段落 了 。 
























































Ba 























解答 4-1 ( 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 ) 


5 (人 -全 全) 






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































4.3 回顾 79 
4.3 回顾 
我 不 能 接受 。 这 个 式 子 到 底 对 不 对 呢 ? 因为 斐 波 那 契 数列 可 全 都 是 整 
数 哦 ， 而 通 项 公式 里 出 现 的 V5 真是 令 人 菲 夷 所 思 。 
米尔 亮 却 是 一 副 很 满足 的 样子 ， 她 喝 着 已 经 变 冷 的 咖啡 ， 听 到 我 的 疑 
问 后 说 :“ 那 你 试 痢 算 算 看 嗪 ? ” 
那么 我 就 假设 n= 0, 1 2, 3,4， 并 分 别 将 它们 代入 通 项 公式 。 
-大 ((39 (9))- 吉 = 
J 2 8 
(3))-- 
VE\\ 3 2 VB 
-在 (() (9))- 操 - 
V5 2 2 4V5 
-二 (909)- 品 - 
V5 2 2 8V5 
(099) -器 
V5 2 2 16WV5 
最 后 得 出 的 答案 是 0, 1, 1, 2, 3 确实 都 是 斐 波 那 契 数列 中 的 数字 。 啊 ， 
原来 如 此 ， 当 代入 有 具体 数字 时 ， 分 子 分 母 都 有 V5 ， 所 以 可 以 互相 抵消 。 
哇 ， 实 在 是 太 厉 害 了 ! 我 也 喝 起 了 咖啡 ,一 边 喝 一 边 开始 回想 今天 所 
做 的 事情 : 我 们 一 开始 的 目标 是 要 求 斐 波 那 契 数 列 的 通 项 公式 。 为 此 ， 我 
进行 了 以 下 三 步 。 
(1 ) 思 考 将 z"” 的 项 的 系数 用 斐 波 那 契 数列 的 通 项 Fi 来 表示 的 生成 函 
数 F(zx) 
( 2 ) 求 生成 函数 F(z) 的 有 限 项 代数 式 ( 这 里 是 关于 z 的 有 限 项 代数 式 )。 
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这 时 ， 可 以 运用 斐 波 那 契 数列 的 推导 公式 来 求解 。 
( 3 ) 用 无 穷 级 数 的 形式 来 表达 函数 F(z) 的 有 限 项 代数 式 。 这 时 z” 项 
的 系数 就 是 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 。 
综 上 所 述 ， 从 将 函数 的 系数 用 通 项 已 , 来 表示 ， 到 求 出 生成 函数 ， 这 
就 是 “ 抓 住 了 求解 数列 的 关键 "。 原 来 如 此 …… 但 是 ， 真 是 “路 漫漫 其 修 远 
分 ” 啊 …… 


“ 求 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 ”的 “旅行 地 图 ” 


人 











斐 汲 那 契 数 列 


(1) 





le 


斐 波 那 契 数 列 的 通 项 公式 全 包 生成 函数 F(z) 的 有 限 项 代数 式 




















解数 列 最 有 效 的 方法 。 为 人 





王国 








漫步 的 














时 候 ， 我 们 所 知道 






































图 数 题 时 总 结 出 来 的 方法 在 数列 
































尔 喜 的 话 后 又 








生成 函数 F(z) 


的 天 于 限 关 


























问题 上 也 丰 















































始 担心 
序 ， 应 该 没什么 问题 





忆 别 的 事情 
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。 在 计算 无 穷 级 数 的 
? 到 底 会 不 会 有 关系 








尼 ? 











I 


















































吉林 


的 话 


就 不 行 ， 但 这 次 没关系 。 


























我 介 

















上 < 人 刘 人 记 





和 
口 





先 不 























FJ 由] 

















项 公式 的 ， 然 后 我 们 用 数 等 






































下 所 得 到 














六 了 。” ”米尔 嘉 像 完 





归纳 法 3 




















ee 一 直 以 来 我 都 在 


成 件 大 事 一 样 





? 轻松 hi 





改 公式 的 展开 ， 


这 是 为 了 运用 生成 函数 这 一 重要 的 解 题 方法 


来 展现 发 现 等 





式 关 系 的 方法 。 


高 德 纳 ,《 计 算 机 程序 设计 艺术 》[23] 





第 5 章 


基本 不 等 式 





任何 有 创意 的 喜悦 ， 


都 会 在 自己 所 做 事情 的 边界 线 上 释放 出 来 。 
一 一 候 世 达 ，Metamagical Themasl 


5.1 在 “ 神 乐 ” 











这 是 第 二 天 的 事情 了 。 

















放学 后 ， 我 匆匆 走 在 校园 内 的 林 荫 道上 。 我 一 边 快 步 


服 口袋 里 掏 出 便条 纸 ， 又 读 了 一 遍 。 便 条 纸 上 只 


人 

































































今天 放学 后 ,我 在 “ 神 乐 ”等 您 。 





























人 
写 着 一 行 字 





走 着 ， 一 边 从 衣 



























































我 穿 过 林 随 道 ， 来 到 了 教学 辅 楼 的 休息 室 











为 
汶 [ 
下 
洲 
让 
EE 


























已 经 等 在 门口 了 。 
泰 条 拉 一 看 到 我 ， 就 马上 低下 了 尖 。 
“了 昨天 真是 不 好 意思 本 了 那个 a 






























































”她 低头 


\ 六 间 


























道 














基本 不 等 式 























































































































































































































我 连忙 次 :“ 哪 里 哪里 ， 应 该 是 我 向 你 道 多 。 我 们 进去 再 说 吧 ， 这 里 
太 冷 了 。 

“ 神 乐 ”" 真是 个 舒适 的 地 方 。 这 里 有 小 卖 部 ， 到 处 都 有 椅子 和 训 子 ， 
可 以 随意 闲谈 。 那 天 人 比较 少 。 楼 上 是 文艺 爱好 者 的 聚会 室 ， 可 以 听 到 有 
人 在 练习 吹 长 稍 。 





我 在 


0 




















依 化 

















动 











局 风 























几 邦 6 





县 买 了 杯 咖 四 








泰 打 拉 是 高 中 








片 





FE 级 的 学 生 ， 和 我 是 同 
































E， 随 便 挑 了 个 





























一 所 初 










































































































































































































































































































































































虽说 如 此 ， 我 在 初中 的 时 候 并 不 认识 她 。 

a 昨天 实在 是 太 吃 惊 了 ， 当 时 什么 话 都 说 不 出 来 ， 只 能 就 那样 
一 声 不 咏 地 回去 了 。 真 是 不 好 意思 啊 。 泰 杀 拉 深 深 地 低头 向 我 致歉。 

“哪里 哪里 ， 我 才 不 好 意思 呢 。 咽 …… 真 是 大 对 不 起 了 。 我 说 。 

泰 洒 拉 紧 张 地 看 着 我 。 她 有 着 圆 圆 的 大 眼睛 ， 身 材 娇 小 ， 像 一 只 哨 核 
桃 的 小 松鼠 ， 再 配 上 条 毛 苷 昔 的 大 尾巴 就 更 像 了 。 我 不 禁 微 笑 起 来 。 

“请 问 …… 学 长 ， 学 …… 学 长 和 那 位 女孩 在 谈 …… 谈 恋 …… 恋 爱 吗 ?” 
她 结 结巴 巴 地 说 。 

“ 谈 …… 谈 恋爱 ?” 我 疑惑 不 解 。 

“不 是 。 请 问 学 长 和 那 位 女孩 …… 在 谈 恋爱 吗 ? ”她 又 问 了 过 。 

“ 呵 …… 米 尔 喜 是 吗 ? 没有 啊 ， 我 没有 和 她 谈 恋爱 ， 不 是 那 种 男女 朋 

















海中 顿时 浮现 上 




















尔 嘉 确实 没 在 交 丰 














Pl 






































! 想 确 











认 些 什么 。 咽 ， 我 和 米 























阿 
羊 。 哦 ， 对 了 ， 
我 
“i 上 
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您 特地 跑 




















的 话 








很 厚 地 4 




















日 





。 如 果 你 在 





什么 想 问 的 





问 











你 找 我 就 是 为 了 这 事 
纸 条 拿 给 她 看 ， 她 点 


出 来 一 趟 ， 





本 2? ?2 


题 ， 


在 学 长 的 旁边 ， 真 是 





























色 一 边 小 心 豆 性 地 说 ,“ 所 以 ， 习 
以 后 我 还 想 麻烦 您 教 我 数学 ， 不 知道 可 


我 






















































































随时 欢迎 你 哦 ， 
问 。 

















人 /CC 

















但 我 怕 再 发 生 和 











想 





昨天 


类 似 


的 事 ' 


o 





























如 果 像 昨天 玉 








了 了。 








“但 是 ， 忆 




















半 ， 她 再 





被 米尔 嘉 踢 一 及 


























[< 








踢 我 的 椅子 呀 ? ”她 问 我 。 


知道 该 说 她 
fF 了 我 的 话 


EA 


5.2 














了 





让 学 








L 














我 对 泰 灯 拉 


了 太 过 导 太 

















“米尔 嘉 








什么 好 。 














解 了 (a ] 


尼 ， 到 ) 


底 会 怎 














Ss 如 及 


您 教 我 的 话 


去 











就 








i 和 现 


书 室 的 话 就 好 了 ， 





的 话 ， 事 恨 





























实 要 变 得 不 


















































， 可 能 真 的 会 再 






















































































SEE 
/两 征 


疑问 





“以 前 我 就 


于 又 维 





























疑问 ,但 是 


本 都 没 


























机 会 问 别人 
F 5) (a 一 0) = 一 已 这 个 公式 。 但 我 看 了 下 
写 的 是 (z 十 (7 一 臣 =22 一 绑 这 个 公式 。” 泰 条 
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二 





i 
竞 。 





十 二 














«hl 


1 





时， 是 啊 。 这 


i 个 八 








六 公开 








其 5S 











她 说 :“ 是 啊 。 不 过 到 底 是 


是 相同 的 ， 你 在 





疑 








可 吗 ?” 我 间 


























ja 和 bb 好 呢 


5， 还 是 




















zx 和 Y 好 


已 














3 
J 月 。 
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E? 


个 女孩 会 不 会 再 



































来 踢 一 脚 哦 ， 不 
来 跟 米尔 露 好 好 说 说 。” 秦 条 


昨天 ， 学 长 给 我 
考 书 ， 也 有 书 上 
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“原来 如 此 。 我 说 。 
“但 是 , 每 当 看 到 数学 中 的 公式 时 , 我 都 会 想 "为 什么 公式 会 这 样 写 呢 ?” 
然后 就 无 法 深入 下 去 了 。 我 想 向 老师 讨教 ， 但 又 不 知道 该 从 何 问 起 …… 于 
是 ， 我 便 渐 渐 开 始 厌 恶 数 学 。 她 说 道 。 
“渐渐 开始 厌恶? ”我 问 。 
“我 做 什么 事情 都 要 比 别人 多 花 一 倍 的 时 间 ， 因 此 ， 就 会 有 接连 不 断 
的 问题 出 现 。 我 又 难于 开口 问 别 人 ， 于 是 便 感 到 厌烦 。 她 解释 道 。 
“原来 如 此 。 我 说 。 
“我 想 , 像 我 这 样 的 人 不 适合 学 数学 吧 。 即便 是 问 了 班 里 数学 很 好 的 同学 ， 
他 们 也 不 能 3 门 总 是 对 我 说 “这 
外 牛角 尖 吧 "。 这 时 我 会 想 “原来 这 样 啊 ， 在 这 种 问题 上 太 销 牛角 尖 是 不 
对 的 啊 " 。 但 是 在 其 他 时 候 又 会 被 别人 说 “在 这 种 问题 上 就 是 要 锋 牛 角 尖 的 ” 
之 类 的 话 。 到 底 什么 情况 下 要 铬 牛角 尖 呢 ?对 于 这 点 ,我 一 直 不 太 明 白 。” 
她 说 。 
“我 倒 不 这 么 想 。 经 党 有 各 种 疑问 ， 这 不 正 是 适合 学 习 数 学 的 一 种 对 
现 吗 ?” 我 说 。 
泰 灯 拉 继续 说 道 :“ 但 如 果 是 英语 的 话 ， 有 不 人 懂 的 单词 只 要 查 查 字典 
就 可 以 了 ; 不 容易 理解 的 惯用 语 只 要 背 下 来 就 可 以 了 ; 语法 虽然 有 点 复杂 ， 
但 也 只 要 结合 例句 记 住 就 可 以 了 。 随 着 学 习 的 深入 , 肯定 会 一 点 一 点 理解 的 。” 
我 想 说 “你 这 么 想 是 不 是 太 单纯 了 呢 ”， 但 我 还 是 忍 住 没有 说 ,微微 
点 了 点 头 表 示 赞 同 她 的 看 法 。 
“但 是 ,数学 就 不 同 了 。 碰 到 自己 懂 的 地 方 ， 就 觉得 自己 理解 得 很 彻 记 
昌 是 一 磁 到 自己 不 懂 的 地 方 ， 就 一 点 儿 都 不 明白 。 也 就 是 说 ， 要 么 非常 明 
习 要 人 么 一 点 也 不 明白 ,只 有 这 两 个 极端 ， 而 疫 有 模棱两可 的 时 候 。 她 又 说 。 
“ 嗯 ， 算 是 这 样 吧 。 但 有 时 也 会 发 生 中 间 过 程 正确 ， 而 最 后 计算 错误 
的 时 候 。 我 说 。 
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“学 长 ， 我 想 说 的 和 你 说 的 有 点 不 同 吧 。 一 一 啊 ， 对 不 起 ， 到 现在 为 
上 我 一 直 在 跟 学 长 您 抱 急 。 不 是 抱怨 , 不 是 抱怨 , 我 不 是 想来 这 里 抱怨 的 …… 
我 想 说 的 是 ， 我 现在 是 想 多 学 点 知识 ! 我 想 认 认真 真 学 习 !” 泰 条 拉 一 边 
说 着 一 边 氛 紧 了 拳头 。 
“我 …… 我 能 进入 这 所 高 中 真是 非常 高 兴 。 如 果 可 能 的 话 ， 我 将 来 想 
从 事 与 计算 机 有 关 的 工作 。 但 是 ， 我 想 无 论 是 朝 哪 个 方向 发 展 ， 数 学 都 是 
必 不 可 少 的 。 所 以 ,我 想 努 力学 习 。” 泰 条 拉 说 着 用 力 地 点 了 点 头 。 
“学 长 ， 我 想 间 间 平时 您 是 怎么 学 习 的 蚜 ? ”她 间 。 
“我 有 时 做 题 , 但 有 时 候 也 会 不 知 不 觉 地 搞 一 些 公式 变形 。 比 如 说 …… 
啊 ， 对 了 。 今 天 我 们 一 起 来 做 做 看 吧 。” 我 提议 。 

“好 ， 好 啊 ! " 她 说 。 
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泰 条 拉 一 边 说 着 “不 好 意思 ”， 一 边 将 椅子 移 到 我 身边 ， 看 我 在 练习 
本 上 写 东西 。 这 时 , 我 闻 到 一 股 甜 甜 的 香味 。 这 是 和 米尔 亮 不 同 的 香味 。 
这 不 是 理所当然 的 吗 ? 我 心 想 。 
“ 那 现在 就 开始 哄 。 对 了 ， 我 们 先 假设 7 为 实数 。 这 时 ， 我们 将 7 习 
方 后 得 到 m2?。 你 能 说 出 关于 7? 的 一 些 特征 吗 ? 你 想 想 看 。” 我 说 。 
听 了 我 的 问 话 后 ， 泰 条 拉 想 了 几 秒 钟 说 :“7? 是 > 平方 后 所 得 的 ， 肯 
定 比 0 大 吧 ? 一 一 是 这 样 
“ 咖 , 是 这 样 。 但 是 , 不 应 该 说 “7? 大 于 0”, 而 应 该 说 “7? 大 于 等 于 0 
“大 于 0 或 “ 比 0 大 ' 这 种 说 法 不 包括 0。” 
“ 哦 ， 对 哦 。 如 果 ”为 0 的话，r"? 也 变 成 0 了 。 对 ,应 该 说 “大 于 等 
于 0’。” 泰 打 拉 赞同 地 点 了 点 头 。 
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“也 就 是 说 ， 无 论 7 为 何 值 ， 以 下 不 等 式 都 能 成 立 。 是 这 样 


问 我 。 














:本 不 等 式 












































>0 












































忆 ? ”她 




























































































































































































































































































“ 咽 ? 哦 ， 是 啊 。 如 果 "7 是 实数 的 话 ， 那 么 "大 于 等 于 0。 实数 7 在 
三 种 情况 : 正 数 、 零 、 负 数 。 无 论 7 是 其 中 哪 一 种 ,将 7 平方 后 ， 所 得 的 
数字 都 大 于 等 于 0。 所 以 让 之 0 这 个 不 等 式 成 立 。 这 是 当 我 们 被 告知 “7 
为 实数 " 这 一 条 件 时 所 应 该 注意 的 一 个 重要 性 质 。 当 不 等 式 中 取 等 号 时 ， 
7 为 0。” 

时 可 这 看 起 来 是 理所当然 的 呀 。” 她 说 。 

“对 ， 这 是 理所当然 的 哦 。” 

“ 啊 ， 好 的 。” 她 说 。 

“实数 7 无论 取 何 值 ， 不 等 式 7r? > 0 都 成 立 。 在 一 个 不 等 式 中 ， 如 果 
不 论 用 任何 实数 代入 该 不 等 式 ， 它 都 是 成 立 的， 那么 这 样 的 不 等 式 叫 作 绝 
对 不 等 式 。 我 说 。 

“绝对 不 等 式 ……” 她 重复 着 我 的 话 。 


“从 “无 论 代 入 











哪个 数字 都 成 立 ” 这 点 来 












































相似 。 唯 








的 区 别 就 






























































































































































是 旨 
“原来 如 此 。” 她 说 。 
“那么 ,我 们 再 由 
也 成 立 。 能 懂 吗 ?” 我 问 。 
“让 我 想 想 …… 奥 ， 对 。a 一 b 是 实数 ， 因 为 它 是 实数 ， 所 以 9 
数 大 于 等 于 0。 阿 ， 您 能 等 一 下 吗 ? 刚才 写 不 等 
7 吧 。 为 什么 这 道 题 中 用 字母 a 和 呢 ? 我 总 会 在 这 
每 当 这 时 ， 老 师 就 往 下 讲 了 。” 她 说 。 
“ 咖 ， 好 啊 。 刚 才 我 写 的 7 是 实数 real number 的 首 
































问题 | 


和 对 不 等 式 和 恒 等 
:绝对 不 等 式 是 不 等 式 ， 而 恒等式 是 等 式 。 





式 非 常 


比 继续 深入 下 去 。 假 设 a 和 5 为 实数 , 这 时 (a 一 50)?>0 


























式 r2>0 时 用 








上 陷入 竖 思 至 想 。 
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谓 ， 用 z 也 可 以 , 用 也 可 以 。 一 般 和 常数 多 会 用 字母 a, b,c 表示， 参 


a 


数 多 用 字母 z，y，z 表示 。 总 之 用 什么 字母 都 可 以 。 虽 说 如 此 ， 如 果 把 n 






























































































































































































































































































































































设 为 实数 的 话 ， 还 是 很 令 人 吃惊 的 。 因 为 n 一 般 都 用 来 表示 整数 和 自然 
数 。 嗯 ， 这样 解释 能 理解 吗 ?” 我 问 。 

“ 嗯 , 能 。 不 好 意思 , 我 再 插 一 句 , 我 一 直 对 字母 的 使 用 一 知 半 解 …… 
但 是 ， 对 于 (a 一 5)? > 0 这 个 不 等 式 我 是 理解 了 。” 

泰 打 拉 微微 一 笑 ， 目 光 闪 炮 ， 仿 佛 在 期 盼 着 我 继续 讲 下 去 。 她 真是 个 






















































































表情 丰 定 的 女孩 。 哦 ， 她 还 是 个 喜欢 打破 砂锅 问 到 底 的 女孩 。 

“那么 接 下 来 再 说 哪 方面 的 内 容 呢 ?” 我 试探 着 问 她 ， 泰 条 拉 的 眼球 滴 
溜溜 地 转 着 。 
“您 说 的 哪 方面 是 指 什么 方面 呢 ? ”她 问 。 

“什么 方面 都 可 以 啊 。 既 然 已 经 搞 懂 了 (a -5b)? > 0 这 个 不 等 式 ， 那 
接 下 来 应 该 考虑 数学 公式 。 关 于 数学 公式 ， 你 先 说 说 看 ， 什 么 者 可以。 或 
者 你 自己 写 下 来 ?” 我 说 着 ， 把 自动 铅笔 递 给 她 。 

“好 。 那 么 ， 我 先 将 它 展开 看 看 。” 她 说 。 









































































































































































































































(a—b)?* = (a—b)(a—b) 
=(a—ba—(a—b)b 
一 aa 一 ba 一 0 十 bb 
=a’—2ab+b 

















“这 样 可 以 了 吗 ?” 她 问 道 。 


“ 嗯 ,， 不错。 那么 你 想 想 看 ， 通 过 这 两 个 式 子 你 能 发 现 什 么 ?” 我 问 。 

































































(a—b)*>0, (a—b)*=a 一 208 十 要 














“ 咽 ……” 她 回答 不 出 。 
“不 是 什么 特别 重大 的 发 现 也 可 以 啊 。 比 如 说 ， 关 于 实数 a 和 5， 我 
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| 
下 








本 不 等 式 
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们 可 以 这 么 说 。 





























因为 (a 一 5)? 大 于 等 于 0， 所 以 

















ao —2ab+b >0 
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后 也 应 该 大 了 
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Ra 








0， 对 1 






















































































































































































































































































































































































巴 ， 泰 末 拉 。” 














































































































泰 打 拉 本 来 在 看 公式 ， 听 了 我 的 话 她 突然 抬 起 头 ， 肯 了 及 有 眼 ,， 笑 了 ， 

副 很 开心 的 样子 。 

“ 喝 ， 是 啊 。 但 是 ， 接 下 来 该 怎么 办 呢 ? ”她 问 。 

“ 嗯 ， 接 下 来 就 要 试 着 进行 公式 变形 了 。 比 如 说 ， 将 -2ab 这 项 移 项 
到 右边 看 看 。 移 项 后 -2ab 的 符号 改变 ， 变 成 2ab。” 我 说 。 

a +0 > 2ab 
“ 嗯 ， 我 明白 了 。” 她 说 。 
“然后 再 两 边 同时 除 以 2， 就 变 成 这 样 的 形式 。” 
a? b> SS 

“ 早 。” 她 表示 理 解 。 

“ 那 从 这 个 式 子 中 又 能 看 出 什么 呢 ? ”我 问 。 

“能 看 出 什么 呀 ? ”她 不 太 了 明白。 

“你 仔细 看 左边 ， 全 过 可 以 看 作 是 o 与 局 的 平均 值 ， 对 吧 ?” 

“ 啊 ! 原来 如 此 。 因 为 这 是 a? 和 刀 相 加 后 除 以 2 所 得 的 数 。” 她 懂 然 
大 悟 。 

“ 嗯 ， 这 个 式 子 的 左边 含有 a? 和 刀 ， 于 是 我 想 试 着 将 右边 也 写成 含有 
a? 和 b? 的 形式 看 看 。” 我 说 。 

“ 啊 ? 为 什么 这 样 啊 ? ”她 感到 不 可 思议 。 

“没有 , 不 是 说 这 种 情况 下 就 应 该 这 么 做 , 我 只 是 碰巧 想到 而 已 。 我 说 。 

“原来 这 样 啊 。” 她 说 。 
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“ 接 下 来 的 一 步 可 能 会 有 一 点 跳跃 ， 你 可 得 仔细 看 唆 。 为 了 将 右边 的 
ab 也 变 成 含有 a? 和 b 的 形式 ， 我 们 进行 如 下 变形 。 你 看 下 面 这 个 等 式 能 
够 恒 成 立 吗 ?” 我 问 道 。 











































































































ab = Va2b? (3 ) 

















五 





“让 我 想 想 。 先 将 平方 后 再 开 方 对 吧 。 先 平方 后 开 方 …… 又 变 回 原 
的 数字 了 。 嗯 ， 我 想 这 个 式 子 是 恒 成 立 的 吧 。” 她 回答 说 。 

“不 对 哦 。 先 平方 再 开 方 ， 能 够 变 回 原来 的 数字 的 只 有 大 于 等 于 0 的 
数字 。ab 也 有 可 能 是 负数 ， 如 果 不 加 上 一 个 条 件 ， 以 上 式 子 就 不 成 立 了 。” 
我 说 。 

“ 啊 ， 我 中 计 了 。 还 要 加 上 个 条 件 呀 。” 她 叫 道 。 

“是 啊 ， 比 如 说 ， 假 设 a= 2, 5= -2， 你 一 想 就 会 明白 。 左 边 % = 
2.(-2)== 一 4, 而 右边 Va2= V22.(-2)7 = V16 =4, 左右 不 相等 
对 吧 ?” 
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“ 哦 ， 确 实 是 这 样 ……” 泰 条 拉 一 行 一 行 地 确认 了 我 写 的 算式 后 ， 点 
了 点 头 。 
“那么 ， 接 下 来 我 们 加 上 一 个 条 件 吧 ， 假 设 ab 大 于 等 于 0。 我 说 。 














ab = Va202 当 ab>0 时 














“然后 ， 我 们 刚才 所 说 的 不 等 式 2 站 > ab 可 以 改写 成 这 样 的 形式 。” 




















2 号 
2 > Va 当 ab>0 时 


“ 嘎 。" 泰 杀 拉 虽 然 应 了 声 ， 但 是 她 表情 严肃 ， 陷 入 了 沉思 。 
“不 ， 学 长 ， 我 总 觉得 有 点 奇怪 。 这 个 ab > 0 的 条 件 为 什么 是 必 不 可 
少 的 呢 ? 我 不 能 接受 。a < 0 的 时 候 ， 难 道 不 等 式 就 不 成 立 了 吗 ? 那 好 ， 
我 现在 就 来 举例 证 明 。 如 果 a 为 2, 5 为 -2 的话， 左边 和 右边 分 别 变 成 
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基本 不 等 式 











以 下 形式 。” 




















“所 以 左边 > 右边 这 个 不 等 式 可 是 成 立 的 哦 ,学 长 。” 泰 打 拉 得 意 地 说 。 

“ 泰 打 拉 , 你 观察 得 很 仔细 啊 。 确 实 , 即使 不 加 ob > 0 这 个 条 件 也 可 以 。 
那 该 怎么 办 呢 ? ”我 问 。 
泰 末 拉 又 想 了 想 ， 最终 还 是 摇 摇 头 说 :“ 我 也 不 知道 。” 

“如 果 不 想 加 上 ab > 0 这 个 条 件 的 记 
能 成 立 就 可 以 了 。” 


































































































nD 























Ea, 


只 要 证 明 在 ab < 0 时 不 等 式 也 
































“ 当 qb <0 时 , a 和 ?两 个 数 中 必定 一 个 为 正 ， 一 个 为 负 。 假 设 w > 0， 
b<0,c 是 b 的 相反 数 ,， c= 一 b。 因 为 5 小 于 0, 所 以 c 大 于 0。 因 为 无 
论 实数 取 何 值 ， 不 等 式 > > ab 都 成 立 。 所 以 ， 以 下 式 子 也 就 成 立 。” 



























































“我 们 来 分 别 讨论 一 下 这 个 式 子 的 左边 和 右边 。” 
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i 
二 wa 直人 因为 c= 一 b 
02 上 了 2 
2 
右边 = ac 
二 以 02c2 因为 ac > 0 
= Va?(—0b)? 因为 c= 一 b 
= /a2b2 


“因此 ， 以 下 不 等 式 成 立 。” 








1 2 
a 了 >VaiW 当 a>0 且 5<0 时 












































“到 此 为 止 , 我 们 讨论 的 是 “a 为 正 数 , 5 为 负数 ”的 情况 ,同样 地 ,“a 
为 负数 , b 为 正 数 ” 的 情况 也 能 用 此 方法 推导 。 所 以 , 对 于 任意 实数 a 和， 
以 下 不 等 式 成 立 。” 
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吕 
2 了 > Va 下 。 当 a 和 0 为 任意 实数 时 









































泰 采 拉 用 着 写 在 练习 本 上 的 数学 公式 ， 思 考 了 许久 后 ， 终 于 抬 起 

头 说 :“ 嘎 ,我 屋 了 ， 能 人 够 接受 这 个 答案 了 。 啊 ， 对 了 ， 我 还 要 问 一 
个 问题 ,“ 任 意 ” 到 底 是 什么 意思 呀 ?” 
和 任意” 一 词 是 指 "不 管 怎 样 的 “无 论 …… 都 …… ”的 意思 。 它 在 英 
语 中 就 和 any 这 个 词 的 意思 一 样 。 有 时 候 也 会 用 “就 所 有 的 …… 而 言 ”这 
一 说 法 ， 在 英语 中 称 为 “for all…”。” 我 答 道 。 
“ 啊 , 我 明白 了 。 "任意 实数 ”的 意思 就 是 “无 论 是 什么 实数 都 ……: ” 吧 ?” 
她 问 。 





























































































































































































































本 不 等 式 


， 








我 又 继续 说 :“ 好 了 ， 


| 





< 个 





这 




















“zx 和 % 这 两 个 数 是 5 





就 是 说 2 之 


“ 方 后 
0,y 之 0。 如 此 一 来 ， 











所 得 的 数 ， 











我 们 就 可 以 将 不 等 式 左右 























边 用 








巴 刀 称 为 yo” 








A 





所 以 它们 都 一 定 大 了 








0。 


= 


a2 和 妇 来 


也 




















很 多 。 你 觉 不 觉得 这 个 式 子 





区 二 
zy > VT 
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这 个 我 知 























和 点 眼熟 











叫 什么 基本 不 等 式 杰 


刚才 的 不 
尼 ? ”我 





y 














GG 

















因 
Dy 





图 
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没 错 。 








不 等 式 的 左边 是 

















A 





上 
\ 等 工 . 


问 。 




















。 她 说 。 
个 数 相 加 后 再 

















A ‘6 














术 平 均 数 。 不 





等 式 的 右边 是 


个 数 相 
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乘 后 























是 y>0 时 


除 以 2 


就 可 以 这 样 

















开 : 















































基本 不 等 式 训 











6 中 因 
咽 


， 这 是 从 ?0 这 








个 条 件 





E 导 中 


i 是 指 算术 平均 数 不 小 于 几何 平均 数 这 相 











到 | 的 公式 上 





“2 方 ”, 也 前 
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Jo 


























长丰 9 


?9 


是 万 干 








简单 


也 就 叫 作 算 
CU 作 几 何平 均 数 。 


泰 条 拉 感 ' 地 说 。 























它 称 为 “ 公 于 





“如 果 你 于 





pA 
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民 容易 认为 





口 亚 


/人 








-了 











要 将 它 死记 硬 背 就 可 P 












































你 还 会 认为 E 

















' 不 能 对 其 进行 变 








区 但 



































练习 的 计 
玩意 儿 简 
“ 啊 ， 




















于 是 小 菜 一 碟 
原来 这 样 啊 
己 创 























































































































尔 对 于 数学 公式 那 种 血 


数 委 


以 以 例题 











条 玉 


玉昌 





位 








之 情 就 会 逐 


























， 倒 不 如 说 是 


公式 是 可 以 有 














系 渐 


,创造 的 1 











导 昌 


减 淡 ， 就 会 觉 


3 
[e) 


些 公式 变 











她 说 。 











己 将 公式 























始 就 想 把 









































出 来 的 。 





























出 现 ， 也 可 


























手 次 见 到 数学 公 















































掌握 。 最 关键 的 是 在 上 
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上 
IT 
中 





已 动手 扒 











导 的 














起 础 








以 练习 题 























数学 公式 按照 死记 人 硬 背 的 方式 记 的 计 
上 加 以 理 


解 。 


\ 式 ， 就 总 想 刘 











反 


jE 





j 无 法 





























在 还 没有 


解 


























的 


一 

















“这 样 啊 ……” 她 将 信 将 疑 。 





况 下 就 要 背 下 来 ， 一 般 不 太 可 能 。 我 说 。 
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“对 了 ， 顺 便 问 问 你 ， 基 本 不 等 














知道 吗 ? 也 就 是 说 ， 要 使 














on 





这 个 等 式 成 立 ，z 和 y 的 关系 是 什么 9 
“ 啊 和 是 不 是 ‘zj 和 同时 为 0? 啊 ? ”如 ee 








式 在 什么 情况 下 取 等 号 你 






























































“不 对 。 一 一 也 不 是 说 你 完全 不 对 ， 是 没有 








“ 啊 ? 难道 不 对 吗 ? x 和 y 
成 立 的 呀 。 她 辩解 道 。 
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叫 。z = 就 可 以 了 啊 。 


站 






























































全 。” 我 说 。 
边 都 为 0， 等 式 
































“ 咖 ? 这 样 啊 ? 如 果 我 把 x = 



































右边 Vzy = V3 x 3 = 3。 啊 ! 还 真是 左右 机 

















“你 的 说 法 是 没有 错 。 但 是 你 说 z 和 y 一 定 要 同时 为 0， 我 看 没 这 个 


是 y=3 代 入 , 左边 号 = 于 =3， 

































































进行 验证 的 方法 是 非常 重要 的 。 举 例 是 理 














解 的 试金石 。 我 夸 她 道 。 










































































“ 嗯 ， 像 这 样 代入 具体 数值 i 





“ 那 好 ， 我 再 用 其 他 数字 代入 验证 


























量 y= 一 2 的 时 候 

















会 如 何 呢 ? 左边 于? = C24C2 -2， 

















呈 ， 怎 么 左右 两 边 不 相同 ?” 























“ 喂 ， 泰 杀 拉 ， 你 坊 记 z >0 上 且 















































“啊呀 ! 对 哦 对 哦 , 我 真是 稀 
































最 后 却 把 条 件 忘 记 了 。 和 泰 打 拉 抄 着 > 
























































“ 秦 条 拉 ， 这 次 公式 的 变形 是 从 


右边 Vzy = V(-2) x (-2) = 2。 














了 。 我 东 想 西 想 ， 
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这 个 不 等 式 开 始 的， 我 们 回想 一 下 就 会 发 现 ， 这 个 不 等 式 取 等 号 时 ， 就 是 
a = 的 时 候 ( 也 就 是 z=y 的 时 候 )， 这 样 一 来 你 就 会 觉得 很 好 理解 。 





瑟 




































































5.4 ”再 进一步 看 看 



































“刚才 我 们 一 直 在 玩 一 些 公式 变形 的 游戏 ， 所 以 有 些 喝 里 嘿 呵 。 如 果 


我 们 只 是 要 证 明基 本 不 等 式 ， 其 实 只 要 把 (Vz - V9)? > 0 这 个 不 等 式 的 


左边 部 分 进行 展开 就 可 以 了 , 假设 z > y>0。” 






































































































































(Vi ~ V9) = (Ve) ~ 2VzVy + (V9) 




















=2Z 一 2VzvVy 二 Y 
=7—2Vry+y 因为 >0 有 Hy>20 
>0 因为 (VZ -VY) >0 




















“也 就 是 说 ， 式 子 变形 为 下 面 这 样 。 























Z 一 2VzV 二 YY 过 0 









































“然后 只 要 把 2V27 移 项 ， 再 两 边 同 时 除 以 2， 就 可 以 得 到 以 下 式 子 。 























~ > Voy 当 z>0 且 yy>0 时 
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“ 距 ? 这 次 z>0 且 y>0 这 个 条 件 是 从 哪里 推导 出 来 的 呢 ? ”她 问 道 。 

我 答 道 :“ 我 们 现在 考虑 的 是 实数 范围 。 根 号 里 的 数字 xz 和 yy 都 必须 
大 于 等 于 0。” 

“ 那 如 果 根 号 中 的 数字 小 于 0 会 怎么 样 呢 ? ”她 问 。 

“如 果 根 号 中 的 数字 小 于 0 的 话 ， 答 案 就 变 成 虚数 了 。” 我 答 道 。 

“原来 如 此 ……” 她 明白 了 。 

“好 了 ,我 们 再 把 基本 不 等 式 进行 一 下 变形 看 看 如 何 。 和 就 用 z 二 Y 
来 表示 ， 乘 积 形式 不 省 略 乘 号 ， 就 用 x xy 来 表示 。 除 以 2 就 用 分 数 形式 
却 来 表示， 平方 根 用 寺 次 方 来 表示 。 这 样 一 来 ， 刚 才 的 公式 就 变形 为 以 下 
的 式 子 。 这 也 能 表示 基本 不 等 式 。 用 这 种 方法 可 以 明显 地 表示 出 左右 两 边 
的 相似 性 ， 证 人 一 目 了 然 。 我 说 。 

(C+) FFD! >0y>0) 

泰 打 拉 突然 举 起 手 , 说 :“ 学 长 ， 我 多 有 一 个 问题 。 平 方 根 就 是 根 号 
的 意 恩 ! 吧 ， 那 么 次 方 又 是 什么 呢 ?” 

我 答 道 :“ 求 一 个 数 的 平方 根 就 是 求 这 个 数 的 计 次 方 。 也 许 你 对 3 次 方 
这 种 说 法 感到 非常 吃惊 ,但 定义 就 是 这 么 规定 的 。 不 过 如 果 你 能 从 指数 的 
角度 来 考虑 的 话 ， 就 很 容易 理解 了 。” 

“3 次 方 是 很 标准 的 说 法 吗 ?” 她 吃惊 不 已 。 


"我 来 解释 一 下 z 的 平 7 
首先 你 想 想 看 (zs) 是 多 少 ?” 我 问 


























方 根 就 是 


NE 


2z 的 于 次 方 1 














过 。 





巴 。 比 如 说 ,假设 xz 0， 





“(z3) 吗 ? 也 就 是 (z :2z :x)*?， 从 整体 来 看 就 是 zx 的 6 次 方 吧 ， 所 以 


我 认为 (z3)? 
“对 啊 。 





就 是 将 其 指数 术 








= 26 2 她 管道 。 
面 这 个 一 般 式 就 能 成 立 。 求 一 个 数 的 客 次 方 的 宕 次 方 
目 乘 。” 我 说 。 


所 以 下 









































(x°)? 二 rz 
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“ 嗯 ， 我 明 F 
















































































“那么 根据 上 述 到 












































的 oa 应 该 为 





自 下 面 这 个 式 子 。 这 








L 




















“ 蜂 次 方 的 窜 次 方 就 是 指数 相 乘 ， 所 以 a 的 2 售 就 是 1 吧 ， 那么 a 就 

















由 1 99 AAA 证 
和 AE2o 她 答 道 。 















































“ 嗯 ， 这 是 和 


















































那么 ， 你 再 仔细 看 看 (2")? = zx 这 个 式 子 。 















































2 就 是 z， 这 整个 式 子 就 被 描述 为 “z? 的 平方 是 2 。 那 么 x* 又 表示 什么 





呢 ?” 

















“zx? 平方 后 变 成 了 xz， 是 大 于 
































哇 实在 是 太 | 


























等 于 0 的 数 吧 。 啊 ! 这 不 就 是 Vz 嘛 ! 









































“我 现在 确实 守 

















里 解 却 次 方 就 是 平方 根 这 种 说 法 了 吧 ?” 
































习 然 了 。 她 说 。 








“ 啊 ， 对 了 



























































I 
(z1+ 22 + .+2n) := 


生生 
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着 证 明 这 个 一 般 形 




















“将 这 个 式 子 


























是 还 可 以 写成 一 般 化 的 形式 呢 ? 如 果 试 


主 
2 (7Z1 X TZ2 XX Ln) (zk > 0) 





表示 的 话 ， 就 可 以 将 不 等 式 左边 改写 为 和 

















的 形式 ， 将 右边 改写 为 积 的 


















































基本 不 等 式 就 是 和 与 积 之 间 的 关系 。 
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1 


(Ho (zk > 0) 
i= 


SP 


(2) 


“学 长 ,学 长 。 泰 末 拉 叫 我 ,“ 这 个 间 题 很 有 意思 , 但是， 


再 这 样 坐 下 去 ， 我 人 都 快 变 成 雕像 了 ， 我 可 以 休息 会 儿 吗 7， 




























































































5.5 “关于 学 习 



































休息 片刻 后 ， 泰 条 拉 回 到 我 对 面 的 座位 上 ， 开 始 问 我 天 于 学 习 目 的 的 
问题:“ 学 习 数 学 时 ， 让 我 感到 厌烦 的 是 不 知道 学 数学 的 目的 是 什么 。 即 
使 题目 做 出 来 了 ， 也 总 觉得 有 点 无 聊 。 即 使 在 家 自学 也 觉得 没有 意思 。 因 
为 我 不 知道 我 为 什么 要 做 数学 题 。 现 在 做 的 公式 变形 和 了 昨天 学 习 的 内 容 ， 
还 有 明天 要 学 的 内 容 之 间 有 什么 关系 呢 ? 我 只 是 想 知道 这 个 。 我 想 了 解 整 
体 的 知识 结构 ， 但 是 老师 却 没 有 明确 告诉 我 这 些 。 

我 无 语 。 
她 又 继续 说 :“ 我 总 觉得 自己 像 在 一 个 黑 得 伸手 不 见 五 指 的 地 方 ， 然 
后 别人 只 给 了 我 一 个 小 小 的 手电 位。 只 要 用 手电 简 照 明 ， 就 能 向 前 行进 。 
但 是 ， 毕 竞 手 电位 能 照 亮 的 范围 很 小， 自己 到 底 走 在 哪里 , 一 点 都 不 知道 。 
往 后 看 看 是 一 片 漆 黑 ， 朝 前 看 看 也 是 一 片 漆黑 。 唯 一 明亮 的 地 方 只 是 现在 
手电 简 照 亮 的 一 小 圈 。 如 果真 的 很 难 ， 那 也 就 没 办 法 了 ， 可 就 公式 变形 本 
身 而 言 并 不 是 很 难 。 所 以 ,我 总 是 不 明白 数学 到 底 是 简单 还 是 难 。 看 单个 
问题 觉得 简单 ， 可 是 从 整体 来 看 又 觉得 自己 没 掌 握 。 
“原来 如 此 。 我 能 够 理解 泰 淋 拉 的 不 安 。 原 来 她 不 知道 “ 接 下 来 会 发 
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二 
以 
































“学 长 会 很 耐心 地 听 我 说 ,但 我 的 同班 同学 却 不 会 。 虽 然 我 也 有 擅长 
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ul 









































数学 的 朋友 ， 但 在 那些 朋友 面前 我 却 无 法 坦然 地 表达 自己 的 想法 ， 因 为 我 
说 到 一 半 时 一 定 会 被 朋友 嘲笑 的 。 当 朋友 对 我 说 “你 别 说 了 ， 这 个 嘛 ， 把 
它 背 下 来 ' 的 时 候 ， 我 真 不 想 再 和 他 们 说 话 了 。” 她 说 。 
我 被 泰 打 拉 的 话 深 深 地 吸引 了 ， 便 说 ;“ 我 呢 ， 是 喜欢 数学 。 我 经 常 
在 图 书 室 里 盯 着 数学 公式 看 。 然 后 自己 把 数学 课 上 出 现 的 公式 进行 再 创造 。 
能 够 信服 的 基础 上 一 步 一 步 地 深入 下 去 ， 确 认 一 下 自己 是 否 能 够 将 
己 的 话 重新 表示 出 来 。 

泰 朱 拉 静 静 地 听 着 我 所 说 的 话 。 
“学 校 只 给 我 们 提供 学 习 的 素材 ， 老 师 满 脑子 都 是 应 试 的 事情 。 这 
都 没关系 ， 但 我 一 直 希 望 能 思考 自己 喜欢 的 东西 ， 并 不 是 我 父母 通 我 将 公 
式 进行 变形 ， 我 在 进行 那 种 公式 变形 时 ， 我 父母 并 没有 兴趣 。 他 们 看 到 的 
只 是 我 趴 在 桌子 上 学 习 的 一 个 表象 。 所 以 ， 我 是 凭 自己 的 兴趣 在 做 题 ， 父 
从 来 不 督促 我 的 。 我 说 。 
“ 那 一 定 是 因为 学 长 您 成 绩优 秀 。 我 就 不 行 了 ， 我 就 一 直 被 父母 叮 
要 “好 好 读书 '。” 

“我 经 常 在 图 书 室 思 考 问 题 。 打 开 笔记 本 ， 想 出 一 些 公式 ， 思 考 为 什 
么 非 这 样 定义 不 可 ， 探 索 如 果 将 定义 改写 后 会 发 生 什 么 。 关 键 的 地 方 一 定 
要 自己 思考 ,说 老师 不 好 ,说 朋友 不 好 是 没有 用 的 。 泰 傈 拉 ， 你 刚才 也 说 
了 吧 , 每 次 有 公式 出 现 , 你 都 会 想 “ 为 什么 式 子 是 这 样 写 的 '"。 这 并 不 是 坏事 。 
纪 许 思考 会 花费 不 少时 间 ， 但 是 对 自己 的 疑问 不 要 轻易 放弃 或 妥协 ， 
到 最 后 完全 弄 明白 才 是 学 习 的 关键 。 我 认为 这 才 叫 学 习 。 不 管 是 父母 还 是 

老师 都 无 法 回答 你 所 提 的 问题 ， 至 少 无 法 回答 出 全 部 问题 ， 
也 们 说 不 定 还 会 发 火 生气 。 因 为 人 就 是 这 样 ， 当 他 们 被 问 到 自己 回答 不 出 
的 问题 时 ， 就 会 发 火 生 气 ， 讨 厌 或 嘲笑 那个 提出 问题 的 人 。 

“学 长 您 真是 厉害 啊 …… 上 昨天 您 在 图 书 室 教 我 的 内 容 就 很 有 意思 ， 虽 

然 只 是 简单 的 公式 变形 ， 但 不 知 为 什么 让 我 兴奋 不 已 。 今 天 您 所 说 的 也 非 
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和 值得 我 参考 。 咽 …… 那 个 …… 这 种 话题 您 和 那个 人 也 说 吗 ? ”她 问 道 。 
“那个 人 ? ”我 不 知道 那个 人 指认 
“一 一 就 是 米尔 嘉 呀 。” 她 说 。 

“ 啊 ， 是 她 啊 。 咽 ,我 和 她 一 般 讲 些 什 么 呢 ?” 我 和 她 讨论 一 些 更 具 
的 问题 吧 。 我 在 图 书 室 计算 题目 的 时 候 ， 有 时 候 米 尔 喜 会 过 来 跟 我 说 话 。 
话题 就 是 我 当时 在 做 的 题目 ， 但 大 部 分 时 间 都 是 米尔 亮 在 说 。 她 是 一 个 很 
聪明 的 女孩 子 , 我 比 不 上 她 。 米 尔 需 考 虑 问题 的 范围 比 我 更 广 ， 很 有 深度 ， 
她 知道 很 多 东西 。 我 说 。 
“我 还 以 为 学 长 和 那个 人 在 那个 …… 在 谈 恋 爱 呢 。 一 直 看 到 你 们 在 一 起 。” 
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“ 那 是 因为 我 和 她 是 同班 同学 的 关系 。 我 说 。 
“可 你 们 在 图 书 室 也 一 直 …… ” 泰 条 拉 把 “在 一 起 ”三 个 字 知 了 下 去 。 
“……” 我 无 言 以 对 。 
“ 嗯 …… 学 长 您 在 你 们 年 级 是 第 一 吧 ?” 泰 条 拉 问 。 

“不 ， 我 不 是 第 一 。 数 学 上 米尔 高 是 第 一 ， 第 二 是 都 定 。 就 所 有 科 
的 总 成 绩 来 说 ， 都 宫 是 第 一 。 我 说 。 

“为 什么 别人 什么 科目 都 好 呢 ? ”她 问 。 

“别人 都 只 是 在 做 自己 喜欢 的 事情 呀 。 都 宫 体 育 也 很 好 ， 这 是 特例 ， 
我 和 米尔 需 都 不 擅长 运动 。 暂 且 不 说 米尔 亮 ， 就 拿 我 来 说 吧 ， 我 不 擅长 在 
大 庭 广 众 面前 说 话 ， 但 是 ， 我 喜欢 数学 。 因 为 喜欢 ， 所 以 一 直 做 题 ， 就 是 
这 么 回 事 。 泰 条 拉 ， 你 也 有 自己 喜欢 做 的 事情 吧 ? ”我 
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“现在 你 的 包 里 一 定 有 英语 书 吧 。 而 且 ， 如 果 你 去 书店 的 话 ， 一 定 会 
先 到 英语 书架 那 吧 。 是 这 样 吗 ? ”我 问 道 。 
恩 ， 是 的 ， 正 如 学 长 所 言 。 您 真 了 解 啊 。。 她 说 。 
“因为 我 就 是 这 样 的 ， 无 论 去 哪 家 书店 都 这 样 。 经 常 去 的 书店 ， 我 都 
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己 得 那里 什么 地 方 放 着 数学 书 。 我 只 要 一 看 书架 就 知道 哪些 是 新 出 版 的 
书 。 就 这 人 么 回 事 ， 我 也 只 是 做 着 自己 喜欢 做 的 事情 。 在 自己 喜欢 做 的 事情 
上 人 花 时 间 ， 花 精力 ， 谁 都 是 这 样 的 。 想 了 解 得 更 深 ， 想 一 直 思 考 下 去 ， 喜 
欢 就 是 这 种 感觉 吧 。 我 说 。 
就 像 内 心 的 某 个 开关 被 触动 了 似 的 ， 我 将 自己 所 想 的 一 股 脑 儿 地 说 了 
出 来 。 
“学 校 是 个 狭小 的 世界 ， 有 很 多 面向 孩子 的 冒牌 货 。 当 然 ， 出 了 学 校 
也 有 很 多 冒牌 货 ， 但 也 有 很 多 正牌 贷 。 我 说 。 
“ 那 在 学 校 里 就 没有 正牌 贷 了 吗 ?” 泰 条 拉 问 。 
“不 是 ,我 并 不 是 这 个 意思 。 就 拿 老师 来 说 吧 ， 你 知道 村 木 老 师 吧 。 
虽然 别人 叫 他 怪人 ， 知识 很 渊博 。 我 和 都 富 ， 可 能 还 有 米尔 嘉 ， 都 这 
么 认为 。 我 们 有 时 候 会 请 村 木 老 师 给 我 们 出 些 题 ， 介 绍 些 有 趣 的 书 。 
系 条 拉 正 到 着 头 思 考 着 什么 ， 我 没 去 管 她 ， 继 续 讲 了 下 去 ， 被 打开 的 
话 匣 子 怎么 也 关 不 上 了 。 
“如 果 一 直 坚 持 奶 求 自己 所 喜欢 的 东西 ， 就 会 有 辨别 真 伪 的 能 
的 同学 喜欢 大 声 回 答 问题 ， 也 有 的 同学 喜欢 装 作 很 聪明 的 样子 。 这 些 同学 
E 很 喜欢 坚 # 的 主张 ,他 们 认为 尊严 或 者 说 面子 是 很 重要 的 。 但 是 ， 
如 果 一 个 人 有 自己 动脑 思考 的 习惯 ， 知 道 什 么 是 真 请 的 话 ， 就 没 必 要 这 样 
子 坚持 自己 的 主张 。 即 使 是 大 声 回 答 也 不 会 解 出 通 项 公式 ， 即 使 是 装 作 很 
样子 也 不 会 解 出 方程 式 。 不 管 别人 怎么 认为 ， 
己 明 白 是 怎么 回 事 就 可 以 了 。 妃 求 自己 所 喜欢 的 东西 ， 追 求 真 理 ， 我 认为 
这 两 点 非常 重要 。” 说 到 这 儿 ， 我 团 了 口 。 因 为 我 一 边 说 即使 坚持 自己 的 
主张 也 无 济 于 事 ， 一 边 却 又 大 声 地 发 表 着 自己 的 主张 。 这 样 的 我 真是 个 春 
蛋 。 好 了 ， 关 上 话 匣 子 
泰 洒 拉 慢 慢 地 点 点 头 ， 好 像 在 考虑 着 什么 。 不 知 不 觉 中 长 笛 的 声音 停 
止 了 ， 开 始 变 成 颤音 。 更 多 的 人 来 到 了 “ 神 乐 "， 这 里 也 渐渐 热闹 起 来 。 
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5.5 关于 学 习 101 















































“学 长 ， 像 您 所 说 的 那样 ， 在 学 习 自 己 喜欢 的 科目 时 ， 如 果 有 个 傻 傻 
的 学 妹 在 旁边 …… 请 问 ， 是 不 是 打扰 您 了 呀 ?” 泰 末 拉 有 和 气 无 力 地 说 。 
“ 啊 ? ”我 不 明白 。 
“有 个 傻 傻 的 学 妹 在 你 身 旁 无 所 事 事 ,对 于 您 而 言 是 不 是 觉得 很 麻烦 ?” 
她 又 问 了 一 遍 。 

“没有 ， 我 不 觉得 你 在 打扰 我 或 是 在 麻烦 我 什么 啊 。 我 也 只 是 把 自己 
所 想 的 说 出 来 ， 然 后 让 你 听 听 而 已 。 如 果 对 手 很 强 的 话 ， 这 样 的 对 话 会 很 
有 意思。 当然 我 也 不 是 假装 自己 很 孤独 的 样子 ”我 说 。 

“不 知 为 什么 ， 我 很 羡 共 您 。 虽 然 我 也 想 努 力学 习 数 学 ,但 是 和 学 长 

您 完全 不 在 一 个 档次 上 ……” 泰 洒 拉 轻 轻 地 咬 着 自己 大 拇指 的 指甲 。 
一 阵 沉 上 默 之 后 ， 泰 条 拉 突 然 抬 起 头 。 
“ 嗯 ,不 是 ! 不 是 这 样 的 。 别 人 怎么 样 我 不 管 ， 我 只 要 退 求 对 于 我 而 
言 真正 的 东西 。 学 长 ， 不 知 怎么 的 ， 我 觉得 自己 来 劲 了 。 对 了 ， 我 还 想 拜 
托 您 一 件 事 。 今 后 也 …… 今 后 偶尔 就 可 以 了 ， 偶 尔 再 和 我 交流 交流 吧 。 拜 
托 您 了 。” 泰 末 拉 认真 地 说 。 
“ 嗯 ， 没 问题 ”我 说 。 

我 应 该 不 会 有 什么 大 问题 。 但 不 知 怎 么 的 ， 我 总 觉得 今天 泰 条 拉 说 了 
好 几 次 “拜托 了 ”， 我 自己 也 说 了 好 几 次 " 没 问 题 ， 可 以 啊 "。 我 一 定 没 什 
么 问题 ， 肯 定 。 我 看 了 看 休息 室 的 时 钟 。 

“学 长 ， 您 一 会 儿 还 去 图 书 室 吗 ? ”她 问 道 。 
恩 ， 是 啊 。 我 说 。 
“ 那 我 也 去 图 书 室 ! 嗯 …… 还 是 算 了 吧 。 我 今天 还 是 回 家 吧 。 如 果 今 
后 还 有 什么 问题 的 话 , 我 还 能 问 您 吗 ? 在 图 书 室 或 者 是 教室 可 以 吗 ? ”她 问 。 
“ 叫 ， 当 然 可 以 。 我 说 。 
你 看 ， 我 又 多 说 了 一 个 “可 以 ”。 
这 时 , 有 三 个 女孩 边 说 着 “ 哟 , 是 泰 条 拉 呀 ”, 边 从 泰 条 拉 的 身后 走 过 去 。 
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泰 条 拉 朝 着 她 们 的 方向 看 了 看 ,很 大 声 地 回 了 一 句 :“ 哦 ， 原 来 是 你 


们 啊 。” 
之 后 ， 泰 条 拉 马 上 双手 揪 住 嘴 ， 像 发 生 了 什么 糟糕 的 事情 似 的 ， 脸 红 


到 耳根 。 她 好 像 因 为 在 我 面前 露出 了 自己 平时 说 话 的 腔调 而 感到 害 卷 。 




























































































































































































山中 








我 觉得 这 样 的 泰 洒 拉 真 可 爱 。 这 是 高 二 秋天 的 




















ss 起 来 。 
一 一 威廉 . 邓 纳 姆 ，Euler: The Master of Us 41109 
































我 像 往 常 一 样 在 空 无 一 人 的 图 书 室 里 玩弄 着 数学 公式 的 变形 。 


















































这 时 ， 米 尔 亮 进来 了 ， 毫 不 犹豫 地 坐 在 了 我 身边 ,我 又 闻 到 她 身上 一 
股 淡淡 的 橘子 香 。 她 看 看 我 的 笔记 本 间 :“ 你 在 做 微分 ?” 














































































































十 么 话 都 不 说 ， 就 一 直 采 着 我 看 。 我 反而 被 盯 得 
































六 
不 好 意思 ， 紧 张 得 觉得 题目 都 变 难 了 。 









































我 说 :“ 没 什么 …… 只 是 在 想 你 在 看 什么 呢 ?” 






































看 归 看 ， 可 我 觉得 



















































































米尔 嘉 肯定 不 是 光 看 看 就 善 罢 甘 休 的 。 她 和 其 他 人 不 同 。 如 果 你 
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写 的 式 子 被 手 遮 住 的 话 ， 她 会 突然 把 脸 凌 近 你 ， 看 你 笔记 本 上 到 底 写 
了 什么 。 

啊 ， 对 了 。 我 想起 了 和 泰 打 拉 的 约定 一 一 “我 会 自己 跟 米 尔 嘉 解释 清 
楚 的 ”。 

“对 了 ， 米 尔 嘉 ， 我 想 跟 你 说 件 事 …… 我 开始 说 话 。 

“你 等 一 下 。” 米 尔 嘉 把 我 的 话 打 断 了 。 她 拾 起 头 闭 上 眼 ， 嘴 里 咬 吐 背 
征 么 ， 两 片 漂亮 的 嘴唇 不 停 地 上 下 动 着 。 她 好 像 开 始 思 考 一些 有 趣 的 事情 。 
我 不 能 打 断 她 。 

几 秘 钟 后， 她 睁 开眼 睛 ， 说 “所 谓 微 分 也 就 是 变化 量 吧 ”。 她 边 说 边 
在 我 笔记 本 上 写 了 起 来 。 

© © © 

所 谓 微分 也 就 是 变化 量 吧 。 

比如 说 ， 在 直线 上 用 z 来 表示 现在 的 位 置 。 然 后 在 离开 z 一 点 距离 的 
位 置 标 上 z 十 刀 。 天 不 是 很 大 ， 也 就 是 说 “就 在 旁边 ”。 

2 z+h ~ 

接 下 来 ， 我 们 来 考虑 一 下 关于 f 的 函数 。 与 x 相对 应 的 函数 f 的 值 为 
f(z)。 然 后 ,与 x 十 h 相对 应 的 函数 f 的 值 为 f(z 十 h)。 下 面 我 们 来 关注 
一 下 函数 了 的 变化 。 

为 了 让 对 比 明 显 ， 我 们 把 0 这 个 原本 不 必 写 出 来 的 数字 也 明确 地 表示 
出 来 吧 。 现 在 的 位 置 就 是 z+0， 那 么 f 的 值 就 是 f(z + 0)。 当 变 成 z 十 尹 
时 ，7 的 值 就 变 成 了 jz 十 办。 

从 z 十 0 移动 到 zz 十 h 时 ,我 们 可 以 像 下 面 这 样 求 得 x 的 变化 量 。 















































































































































































































































6.1 微分 105 
“变化 后 的 位 变化 前 的 位 置 
也 就 是 (z 十 h) 一 (z 十 0)， 得 出 答案 为 h。 用 同样 的 方法 ， 从 zz 十 0 移动 到 
z 十 时 我 们 也 可 以 求 得 f 的 变化 量 。 通 过 f(z 十 h) 一 了 (zx 十 0) 就 可 算出 
答案 。 
A 
y=f (2) 
f(z+h) 
f(z+h)— f(r+0) 
f(z+0) 
(z+h)— (z+0) 
| 
0 
2 的 变化 量 (zx 十 h) 一 (z 十 0) 越 大 ，f 的 变化 量 可 能 也 越 大 ， 所 以 我 
们 来 求 一 下 两 者 之 比 看 看 。 求 得 的 比 也 就 相当 于 上 图 中 和 斜 虚线 的 斜率 。 
/的 变化 量 _ f(z 十 有) 一 f(z 十 0) 
Zz 的 变化 量 (z+h)— (z+0) 
因为 我 想 知道 关于 位 置 z 的 变化 量 ， 所 以 我 会 尽量 缩小 h。 将 hh 缩小 



































F 0 时 f(z) 的 极限 。 























下 缩 小 ， 可 以 考虑 尹 趋 疝 
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e+ 月 一 Ac+ 
An-0 (z++h)— (z+0 


也 就 是 说 ， 这 是 关于 函数 了 的 微分 。 从 图 上 来 看 ， 这 个 微分 就 相当 
于 下 图 中 过 点 (z, jz)) 的 切线 的 斜率 。 切 线 的 斜率 如 果 急 速 增 大 的 话 ， 
f(z) 的 值 也 就 急速 增加 。 也 就 是 说 ， 那 个 点 上 的 变化 量 很 大 。 
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y= f(x) 


,… 切线 





























我 们 用 df 来 表示 与 函数 相对 应 的 “微分 "。 也 就 是 说 ,我 们 将 微分 
运算 符号 d 定义 为 以 下 形式 。 
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微分 运算 符号 d 的 定义 
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定义 成 以 下 这 个 形式 也 可 
微分 的 运算 符号 d 都 会 变 为 
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因为 这 








个 式 子 是 一 相 
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由 函数 产生 的 ， 
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h—0 


对 了 ， 到 此 为 止 我 所 说 
断 的 变化 。 接 下 来 ， 我 要 


的 者 








这 
































上 世界， 我 们 只 能 取 到 像 整 数 玉 
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6.2 ”差分 





























思考 了 h 


是 天 了 





的 一 些 分 散 





趋 癌 了 
函数 的 
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连续 函数 的 问题 。z 可 以 i 
将 话题 转移 到 离散 函数 的 ] 








怎么 样 ， 
来 构成 函数 的 高 阶 函 数 。 


























z 只 变化 了 hh 这 一 距离 ， 也 就 是 移 到 “很 近 很 近 的 地 方 ” 
时 了 的 变化 量 。 然 后 ,我 们 
了 微分 。 那 么 你 认为 将 微分 带 到 离散 





将 与 连续 函数 世界 中 的 微分 符号 d 相对 应 的 运算 


F0 时 f(z)h 
世界 会 发 生 什么 1 








的 数值 。 在 连续 区 















































我 思考 着 米尔 器 提出 的 问题 。 

















函数 世界 中 “很 近 很 近 的 











解 这 一 点 。 我 环视 了 一 下 
的 脸 上 。 
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如 果 能 


地 方 ” 相对 应 的 














然后 将 
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的 极限 ; 


从 离散 函数 的 角度 
K 念 ， 无 疑 能 帮助 我 们 更 好 地 理 
6 停留 在 坐 在 我 旁边 的 米 












































定义 为 离散 遂 数 世界 


寻找 与 























“就 在 “很 近 很 近 的 地 方 ” 还 可 以 考虑 成 前 
她 边 说 “ 正 是 如 此 ” 边 竖 起 食指 。 
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? ”我 说 。 
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从 离散 函数 的 
也 就 是 它 的 “旁边 "。 











度 来 考虑 ， 与 xz 十 0 很 近 很 近 的 地 方 ” 
我 们 可 以 认为 h 不 是 趋向 于 0， 而 是 有 = 1。“ 旁 边 ” 

















就 是 x 十 1， 





























的 存在 就 是 离散 函数 
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界 的 本 质 。 如 果 你 能 注意 到 这 点 ， 那 么 接 下 来 的 讨 





论 就 能 顺利 进行 下 去 了 。 





续 函 数 世 界 中 的 “很 近 很 近 的 地 方 ” 





2 0 i ~ 
离散 函数 世界 中 的 “旁边 ” 


























函数 了 的 变化 量 就 理 











当 z 十 0 变化 成 z+1 的 时 候 , z 的 变化 量 为 (z 十 1) 一 (z+0)。 这 时 ， 





所 
































样 求 一 下 两 者 之 比 



































数 世 界 中 的 微分 "， 也 就 
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f(z+1)— f(z+0) 
(z+1)— (z+0) 








当然 地 变 为 f(z 十 1) 一 f(z 十 0)。 我 们 还 像 刚 才 蛋 
虽然 这 个 分 母 恒 等 于 1。 
























































解答 6-1 (差分 运算 符号 人 的 定义 ) 





i 
(z+1)— (z+0) 














写成 如 下 这 个 形式 也 可 以 。 





Af(z) = f(z+1)— f(z) 


在 离散 函数 的 世界 里 ,没有 必要 求 极限 。 这 个 式 子 本 身 就 是 “离散 函 
是 差分 。 差 分 运算 符号 A 可 定义 为 以 下 形式 。 
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f(z+1) 


f(z+1)— f(z+0) 


f(z+0) 


























我 们 将 连续 函数 世界 中 的 微分 和 离散 函数 世界 中 的 差分 比较 下 来 看 看 。 
为 了 能 清楚 地 将 两 才 对 应 的 关系 表现 出 来 ， 我 可 能 写 得 比较 见长 。 

















































































































连续 函数 世界 中 的 微分 ”< ”离散 函数 世界 中 的 差分 
df(z) 3 Aflz) 


je+ 月 -Je+o ，， fstl) -f(s+0) 
hn 0 (z+h)— (z+0) (z 十 1) 一 (z 十 0) 


























6.3 微分 和 差分 




















尔 嘉 看 上 去 很 开心 。 我 不 知 不 觉 地 被 她 的 话 所 吸引 ， 被 她 带 到 了 另 
个 世界 。 

阿 ， 对 了 ， 我 还 是 得 事先 说 明 一 下 泰 打 拉 的 那 件 事情 。 
“米尔 嘉 ， 那 个 ， 上 次 华 在 我 旁边 的 那个 女生 …… ”我 说 。 


米 
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米尔 嘉 抬 起 头 ， 朝 我 看 看 。 她 的 脸 上 内 过 一 丝 惊 诈 基 
视线 转移 到 了 数学 公式 上 。 
“那个 女孩 是 我 初中 时 的 学 妹 。 所 以 ……” 我 解释 道 。 
“我 知道 。 她 说 。 
“ 啊 ? 你 知道 ? ”这 下 轮 到 我 吃惊 了 。 
“你 上 次 说 过 。" 她 的 头 抬 都 没 抬 。 
“所 以 我 有 时 教 她 数学 。” 我 继续 说 。 
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情 ， 又 立刻 将 
































































































































“这 我 也 知道 。 她 说 。 
我 无 语 。 









































“不 具体 说 明 的 话 ， 就 不 能 把 E 
边 转 了 转自 动 铅笔 。 














鼻 表 达 的 意思 传达 给 别人 。 她 边 说 
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[着 
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6.3.1 一 次 函数 f(x)= z 
不 具体 说 明 的 话 ， 就 不 能 把 自己 想 表 达 的 意思 传达 给 别人 。 我 们 不 考 
虑 抽象 的 f(z)， 先 考虑 有 具体 的 函数 。 
比如 说 ， 我 们 来 比较 一 下 一 次 函数 f(z) = z 的 微分 与 差分 的 区 别 。 
我 们 先 来 看 微分 。 














































































































df(z)}= dx 为 f(x) 二 x 


h 到 
=- 站 EE 0 根据 微分 运算 符号 d 的 定 
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Af(x)= Azx 
_ +l) (z+0) 
(Z (Z 十 0) 
择业 


微分 和 差分 的 答案 都 为 1， 























此 可 以 得 出 结论 : E 


和 差分 是 相同 的 。 
6.3.2 二 次 项 数 f(x) = x? 
接 下 来 我 们 讨论 二 次 函数 f(x) = z2 
































， 看 看 它 的 微分 和 差分 是 
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根据 f(x) = 














是 否 相同 。 











首先 我 们 先 来 看 一 下 微分 。 











































































































































































































dj (z) = 因为 f(z)= 2 
.2 
= 9 的 二 他 二 0。 根据 微分 运算 符号 d 的 定义 
_ Tim 2zh+h? 束 理 
h—=0 
= lim (2z + h) 将 hh 约 分 
三 27 
然后 我 们 再 来 看 差分 
Aj(z) = Az? 因为 f(x)= x? 
ene) (z 十 1)2 一 (ZA 0)? 辕 A 二 A 吕 oz 
= 根据 微分 运算 符号 和信 的 定义 
= (z+1)*— x? 整理 
一 27 十 1 
7? 的 微分 是 2rz， 而 差分 却 是 2z + 1。 这 样 一 来 ， 微 分 和 差分 就 和 刚 
才 的 情况 不 同 ， 它 们 的 结果 不 同 。 真 是 无 聊 啊 ， 我 们 还 得 再 想 其 他 更 好 的 
办 法 。 怎 么 做 呢 ? 
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问题 6-2 
定义 与 连续 函数 f(x) = z? 相对 应 的 离散 函数 世界 中 的 函数 。 












































“怎么 做 呢 ? ”米尔 嘉 问 我 。 我 思考 着 将 微分 与 差分 对 应 起 来 的 方法 ， 
但 是 ， 脑 海中 还 是 空白 一 片 。 当 米尔 过 确定 从 我 这 里 得 不 到 任何 答案 时 ， 


她 自己 开始 说 解答 方法 。 她 的 声音 听 上 去 很 温柔 。 
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其 实 呢 ， 原 本 离散 函数 世界 中 几乎 就 没有 与 连续 函数 f(z) = z 相对 应 
的 函数 , 所 以 我 们 不 考虑 f(z) = x”, 来 考虑 一 下 离散 函数 世界 中 的 其 他 函数 。 












































f(z) = (2— 0)(z—1) 








我 们 来 计算 一 下 f(x) = (z 一 0)(z 一 1) 的 差分 。 


Aflz) = A(z -oz 1) 
= ((z 二 +1)—0)((z+1)—1)—((z+0)—0)((z+0)—1) 
=(z+1):z—7z:(z—1) 























你 看 ， 这 下 差分 和 微分 的 结果 是 相同 的 了 。 

也 就 是 说 ， 连 续 函 数 f(z) = z” 和 离散 函数 世界 中 的 (x 一 0)(z 一 1) 
可 以 互相 对 应 。 

我 们 将 2” 
































ll 





外 新 考虑 成 下 降 阶 乘 曙 的 形式 。 可 以 得 到 这 样 一 个 对 应 关系 。 

















寡人 人 下降 阶 乘 震 
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22=zz t+》 r= (rt 0)(r—1) 
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如 果 写 成 以 下 这 种 比较 宛 长 的 形式 ， 它 们 之 间 的 对 应 关系 就 更 显 而 易 
见 了 。 
Z 一 Jim 人 (z 0O(z—-h) > z=(r—0)(r—1) 
解答 6-2 (离散 函数 世界 中 的 zx?) 
用 
这 里 所 用 的 下 降 阶 乘 需 z2 可 以 定义 为 以 下 形式 。 
下 降 阶乘 宕 的 定义 ( m 为 正 整数 ) | 
m=(-0z-D…(z-(m-D1) | 
我 给 你 举例 看 看 
zt= (xz—0) 
z= (xz—0)(r—1) 
= (rz—0)(r—1)(r—2) 
z= (xz—0)(r—1)(r—2)(r— 3) 
6.3.3 三 次 函数 hz) = z3 
那么 ， 接 下 来 我 们 来 思考 一 下 三 次 函数 f(x) = z3。 
首先 我 们 先 来 看 微分 。 
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lim (+ = (z+0) 
h30 (z+h)— (z+0) 














(z+ 3z2h+3rh? 十 7 加) 一 23 
= lim 
h—0 h 
,3z2h+3zh? 十 ja 
= lim 
h—>0 h 
= lim (32°? + 3zh+h?) 
h—0 
一 37 最 后 结果 不 包含 hh 






































在 离散 函数 世界 里 , 与 ”相对 应 的 下 降 阶 乘客 为 仿 = (x 一 0) 


(x -了 )(z - 2) 。 下 面 我 们 来 算 算 za 的 差分 。 












































Aj(z) = Aza 
= A(z—0)(z—1)(z—2) 
=((z+1)—0)((z+1)— 1((z+1)—2) 
—((z+0)—0)((z+0)— 1)((z+0)—2) 
=(x+1)(z— 0)(z—1) 
(z—0)(z—1)(z— 2) 
= ((z+1)—(z—2))(rz—0)(z—1) 


提取 公 因 式 











一 3(z 一 0)(z 一 1 


一 3z2 

















如 果 使 用 下 降 阶 乘客 z 来 表示 的 话 ， 我 们 就 能 计 微 分 和 差分 一 一 对 
应 了 。 
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写成 一 般 形式 是 这 样 的 。 





Zz” 的 微分 ”> ”zz 的 差分 


= 
dx” = nx” > Ar =n7rz 


6.3.4 指数 函数 f(z) = e” 














Nn 一 1 











刚才 我 们 就 与 微分 运算 符号 d 相对 应 的 差分 运算 符号 A 进行 了 定义 。 


























接着 ， 我 们 又 充分 利用 微分 和 差分 之 间 的 对 应 关系 ， 定 义 了 与 需 z 相对 








应 的 下 降 阶乘 寡 z2 。 






































论 一 下 离散 函数 世界 中 的 指数 函数 。 








问题 6-3 











现在 , 我们 再 来 讨论 一 下 关于 指数 函数 f(z) = e 的 问题 ， 也 就 是 讨 
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定义 与 连续 函数 中 指数 函数 f(z) = ez 相对 应 的 离散 函数 世界 中 的 函数 。 















































正如 其 表达 式 所 显示 的 那样 , 指数 函数 f(z) = e 是 一 个 底数 为 常数 e， 
































指数 为 z 的 函数 。 常 数 @ 就 是 自然 对 数 的 底数 ， 是 











来 观察 这 个 指数 函数 。 














2.718281828.… ， 这 是 一 个 非常 重要 的 知识 点 。 现 在 我 们 从 另 一 个 视角 











个 无 理 数 ， 它 的 值 为 














































































































指数 函数 f(z) = er 在 连续 函数 的 世界 中 有 怎么 样 的 性 质 呢 ? 



































指数 函数 f(z) = e 最 重要 的 一 条 性 质 是 “进行 微分 运算 后 所 得 的 式 





























子 仍然 不 变 ”"。 也 就 是 说 , 将 e 进行 微分 运算 , 所 求 得 的 结果 就 是 e” 本身 。 

















也 对 ，e 这 个 常数 就 是 这 样 定义 的 ， 所 以 对 er 进行 微分 运算 ， 所 求 得 的 


结果 仍旧 是 e 本 身 ， 得 到 这 样 的 答案 也 是 理所当然 的 。 























































































































“对 e” 进行 微分 运算 ， 所 求 得 的 结果 仍旧 是 ee 





















































本 身 ”这 个 性 质 如 果 用 


微分 运算 符号 d 来 表示 的 话 ， 就 可 以 表示 成 以 下 的 微分 方程 式 。 











de” 三 6 
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到 此 为 止 ， 我 们 讨论 的 是 连续 函数 世界 中 有 关 指 数 函 数 的 问题 。 
接 下 来 ,我们 要 讨论 离散 函数 世界 中 的 问题 。 我 们 把 接 下 来 要 求 的 离 
散 函 数 世 界 中 的 指数 函数 称 为 台 (zx)。 这 样 (xz) 也 有 “即使 将 它 进行 差分 
运算 ， 所 得 的 结果 仍旧 是 它 本 身 ” 这 样 一 个 性 质 。 这 个 性 质 如 果 用 差分 的 
月 


运算 符号 A 来 表示 的 话 ， 就 可 以 表示 成 以 下 形式 ， 即 差分 方程 。 





























































































































































































































AE(2)= BEB(2) 














由 














根据 差分 运算 符号 A 的 定义 ,我 们 可 以 将 公式 无边 展开 。 


E(z+1)— E(x)= E(x) 

















将 这 个 式 可 整理 后 可 求 得 以 上 信 导 公 式 。 


























E(xz+1)=2.:E(z) 











当 z 为 大 于 等 于 0 的 整数 时 ， 这 个 推导 公式 成 立 ， 这 就 是 函数 B(x) 
的 性 质 。 当 等 式 右 侧 括号 内 每 次 递减 1 时， 将 右 侧 的 式 子 每 步 都 乘 以 2， 
可 以 使 原 式 不 变 。 这 样 一 来 我 们 就 很 容易 求 得 推导 公式 的 答案 了 。 











































































































E(r+1)=2.E(z) 
=2.2.E(x— 1) 为 E(x) = 2. E(x— 1) 
=2.2.2. E(x — 2) 因为 E(x 一 1)=2.E(x—2) 
=2.2.2.2.E(z — 3) 为 E(x 一 2)=2. E(x— 3) 





Ba 





Ba 











Bl 





= 2°+1. E(0) 





也 就 是 说 ， 我 们 得 到 了 下 面 的 公式 。 























已 (z 十 1) = 227+1 .万 (0) 
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如 何 来 定义 (0) 的 值 呢 ?” 因 为 e =1, 与 其 相对 应 的 (0) 也 应 该 
为 1。 综 上 所 述 ， 指数 函数 f(x) =e” 所 对 应 的 函数 妃 (z) 就 可 以 被 定义 
为 以 下 形式 。 






































E(x) = 2° 








此 ， 我 们 就 能 得 出 以 下 对 应 关系 。 

















解答 6-3 (指数 函数 ) 
连续 函数 的 世界 ”< 一 > ”离散 函数 的 世界 
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2 




















在 




















因此 ， 离 散 函 数 世 界 中 的 指数 函数 就 是 2 的 震 次 方 。 





6.4 在 两 个 世界 中 往返 的 旅行 


























“我 们 思考 了 “微分 心 差分 ' 的 对 应 关系 之 后 ， 接 下 来 该 考虑 “积分 兮 
和 分 ” 的 对 应 关系 了 。 这 里 我 们 就 直接 写 结论 吧 。” 
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这 里 ， 如 果 假设 所 有 的 都 是 /jz ， 所 有 的 并 都 是 并 2 ， 那 么 还 可 以 
进行 以 下 对 比 。 















































d 《+ 和 人 
b> 


如 果 将 想象 成 罗马 字 S， 将 污 想 象 成 希腊 字母 S 的 话 ， 就 更 有 意思 
了 。 那 就 是 连续 函数 的 世界 在 罗马 ， 离 散 函数 的 世界 在 希腊 ， 是 不 是 啊 ? 
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我 回想 着 米尔 冲 的 话 。 以 连续 函数 的 知识 为 基础 ， 我 们 在 离散 函数 的 
世界 中 摸索 了 一 壳 。 与 其 说 这 是 个 求证 严密 定义 的 过 程 ， 倒 不 如 说 这 是 个 
求证 确切 定义 的 过 程 。 我 们 先 思考 了 与 微分 相对 应 的 差分 ， 然 后 又 在 此 基 
础 上 思考 了 与 z" 相对 应 的 下 降 阶 乘 需 z2 。 接 着 ， 我 们 没有 运用 微分 方程 
式 ， 而 是 运用 差分 方程 式 求 出 了 与 e 相对 应 的 2”。 
这 是 一 次 在 两 个 世界 中 的 来 回 旅 行 。 真 说 不 出 这 是 一 种 什么 样 的 感觉 。 
我 边 听 着 米尔 嘉 的 话 边 想 : 我 即使 不 能 在 离 她 “很 近 很 近 的 地 方 ”， 


至 少 也 希望 能 够 一 直 在 她 旁边 。 


















































































































































































































































































































































先 暂 且 不 说 这 些 …… 
“米尔 嘉 ， 刚 才 我 说 的 那个 女孩 ， 她 今后 还 会 来 问 我 问题 。 
“哪个 女孩 ? ”米尔 嘉 似乎 不 记得 那个 女孩 是 谁 。 
“就 是 我 的 学 妹 。 我 说 。 
“她 叫 什 么 呀 ?” 她 间 道 。 
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“ 叫 泰 条 拉 。 她 可 能 以 后 还 会 来 问 我 问题 。” 

“所 以 你 想 说 “你 以 后 不 要 坐 在 我 旁边 了 ” ， 对 吗 ? ”米尔 需 一 边 说 一 
边 在 笔记 本 上 写 着 什么 ， 没 有 看 我 。 
“ 啊 ” 不 是 不 是 ， 我 不 是 这 个 意思 。 米 尔 吉 ,你 可 以 随时 坐 我 身边 ， 
无 论 做 什么 都 可 以 。 我 想 说 的 是 ， 只 是 请 你 以 后 不 要 再 把 椅子 踢 习 了。 
“我 知道 了 。"” 米尔 需 抬 起 头 , 打 断 了 我 的 话 。 不 知道 为 什么 , 她 笑 了 笑 
说 ,“ 在 图 书 室 问 数学 题 ， 你 的 学 妹 ， 名 字 叫 泰 末 拉 ， 好 ， 我 已 经 记 住 了 ， 
你 放心 吧 。 
咽 ， 到底 让 我 放心 什么 呀 
“我 们 还 回 到 刚才 的 话题 吧 。 对 了 ， 你 接 下 来 准备 思考 什么 问题 ?” 米 
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卷 积 





这 个 方法 虽然 看 上 去 很 完美 ， 没 有 任何 瑕 疝 ， 
但 究竟 是 怎么 想 出 这 个 方法 的 呢 ? 

这 个 实验 虽然 看 上 去 很 科学 ， 并 能 反映 出 事实 ， 
但 究竟 是 怎么 发 现 这 个 实验 的 呢 ? 

我 究竟 该 怎么 做 才能 想 出 或 发 现 方法 呢 ? 
波 利 亚 ,《 怎样 解 题 )[ 


















































放学 后 ， 我 在 图 书 室 自己 最 喜欢 的 座位 上 坐 着 ， 正 准备 做 计算 题 。 这 
时 ， 米 尔 嘉 走 过 来 问 我 :“ 这 个 问题 你 看 过 了 吗 ? ”她 把 一 张 纸 放 在 我 面前 ， 
手 撑 着 果子 站 在 那里 。 

“什么 题 呀 ? ”我 问 。 


“村 木 老师 布置 的 题 。 她 答 道 。 
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问题 7-1 
0+1= (0+1) 
如 果 有 1 个 加 号 的 话 ， 只 有 1 种 加 法 组 合 (Ci = 1)。 



































站 人) 
(OR 
如 果 有 2 个 加 号 的 话 ， 有 2 种 加 法 组 合 (C2 = 2)。 













































































如 果 有 3 个 加 号 的 话 ， 有 5 种 加 法 组 合 (Cs = 5)。 




















OT 
也 就 是 说 ， 如 果 有 n 个 加 号 的 话 ， 有 几 种 加 法 组 合 呢 (Cu =?) 呢 ? 



































































































































“不 知 怎么 的 ， 我 总 觉得 这 个 式 子 太 长 了 ， 如 果 能 直接 点 就 好 了 。” 我 
抬 起 头 说 。 
“ 咽 …… 你 是 说 内 容 要 直接 ， 式 子 要 按照 一 定 的 格式 来 写 ， 专 业 术语 












































要 先 给 出 定义 ， 用 词 不 能 模棱两可 ， 要 严肃 ， 要 …… 对 吧 ?” 
“ 嗯 ， 正 是 如 此 。” 我 说 。 
“ 算 了 ， 先 这 样 吧 。 刚 才 我 已 经 算出 推导 公式 了 。” 
“等 下 ， 米 尔 嘉 ， 你 是 什么 时 候 拿 到 这 道 题 的 啊 ? ”我 问 道 。 
“是 我 去 老师 办 公 室 的 时 候 。 你 现在 就 在 这 里 从 零 开 始 思考 吧 ， 
我 到 那 边 去 想 ， 再 见 。 米尔 嘉 旨 我 挥 挥手 地 移 到 窗 边 的 座位 上 。 






































































































































































































































L 
< 
二 
[em 7 
QH 




















7.1 图 书 室 123 
































我 的 目光 紧 紧 地 追随 着 米尔 喜 。 透 过 窗户 ， 可 以 看 到 调 零 的 梧桐 树 ， 梧 桐 

树 的 上 面 是 广阔 的 冬季 的 蓝天 。 虽 然 是 个 晴天 , 但 是 外 面 看 上 去 还 是 很 冷 。 
我 是 高 中 二 年 级 的 学 生 ， 米 尔 嘉和 我 同一 个 年 级 。 我 们 有 时 会 计数 学 

老师 村 木 给 我 们 出 题 。 村 木 老 师 很 奇怪 ， 但 他 却 很 喜欢 我 们 。 

米尔 吉 擅 长 数学 ， 我 的 数学 虽然 不 算 差 ， 但 是 比 不 上 米尔 需 。 当 我 在 





























































































































































































































































































































图 书 室 里 沉 漫 在 数学 公式 的 展开 时 ， 米 尔 器 有 时 候 也 会 来 ， 拿 起 自动 铅笔 ， 
自 说 自 话 地 在 我 的 笔记 本 上 边 写 边 开 始 给 我 讲课 。 虽 然 听 她 讲课 的 时 间 也 












































我 喜欢 听 米 尔 嘉 热情 地 说 话 ， 也 喜欢 远 远 地 观 户 米尔 嘉 闭 着 眼睛 思考 
的 样子 ， 她 那 金边 眼镜 和 她 很 相配 ， 脸 的 轮廓 线条 很 清晰 …… 
不 ， 与 其 想 这 些 还 不 如 先 做 题 。 她 已 经 在 我 对 面 开 始 思 考 了 ， 她 刚才 
说 已 经 算 到 推导 公式 了 是 吗 ?我 都 不 记得 了 。 米 尔 嘉 一 定 很 快 就 能 算出 来 吧 。 
我 来 整理 一 下 要 解 的 题目 吧 。 
有 0 十 1,0 十 1 十 2,0 十 1 十 2 十 3,… 这 样 的 式 子 , 给 它们 加 上 括号 
进行 加 法 组 合计 算 。 题 目 上 写 着 : 如 果 有 1 个 加 号 的 话 ， 只 有 1 种 加 法 组 
合 ; 如 果 有 2 个 加 号 的 话 ， 有 2 种 加 法 组 合 ; 如 果 有 3 个 加 号 的 话 ， 就 
加 法 组 合 。 这 是 在 计算 有 几 种 加 括号 的 方法 的 问题 。 我 们 要 求 的 是 
0 十 1 十 2 十 3 十 … 十 n 这 个 式 子 有 几 种 添加 括号 的 方法 。 
n 表示 什么 呢 ? 0 十 1 十 2 十 3 十 …: 十 多 这 个 式 子 是 从 0 开始 计算 的 ， 
所 有 加 数 的 个 数 为 nn 十 1。 我们 可 以 把 n 考虑 成 0 十 1 十 2 十 3 十 …: 二 n 
这 个 式 子 中 “加 号 的 个 数 ”。 
添加 加 号 时 有 什么 规律 可 循 吗 ? 加 号 两 边 的 式 子 称 为 项 ， 两 边 各 不 
项 。 也 就 是 说 , 诸如 (0 十 1) 或 者 (0+ (1 十 2)) 这 样 的 两 项 之 和 的 结构 (以 
及 其 加 法 组 合 ) 是 可 以 的 ,但 是 诸如 (0 十 1 十 2) 这 样 的 三 项 之 和 的 结构 则 
不 在 考虑 范围 内 。 
我 们 先 来 看 具体 例子 。 题 目 中 给 了 nn 为 1，2，3 时 的 结果 ， 那 我 们 
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来 看 一 下 mn 为 4 时 的 情况 。 让 我 想 想 ……… 
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想不到 组 合 还 真 多 啊 。 













































































































































































0 二 +1 十 2 十 3 十 4== (0 十 (1 十 (2 二 + (3 二 4)))) 
三 (0 十 (1 十 ((2 十 3) 十 多)) 
二 (0 十 ((1 十 2) 十 (3 十 人 9)) 
二 (0 十 ((1 十 (2 十 3)) 十 4) 
二 (0 十 (((1 十 2) 十 3) 十 4) 
二 ((0 十 1) 十 (2 十 (3 十 4)) 
二 ((0 十 1) 十 ((2 十 3) 十 急 ) 
二 ((0 十 (1 十 2)) 十 (3 十 作 ) 
=(((0 十 蕊 十 2) 十 (3 十 约 ) 
三 ((0 十 (1 十 (2 十 3))) 十 多 
二 ((0 十 ((1 十 2) 十 3)) 二 +4) 
= (((0+1)+(2+3))+4) 
二 (((0 十 (1 十 2)) 十 3) 十 4 
三 ((((0 十 1 了) 二 2) 十 3) 十 忽 
竟然 一 共有 14 种 组 合 啊 ! 也 就 是 说 “如 果 题 中 有 4 个 加 号 的 话 ， 共 
14 种 加 法 组 合 ”。 

在 写 这 些 式 子 的 过 程 中 ， 我 也 逐渐 找到 了 规律 。 能 找 出 规律 就 意味 着 
离 求 出 推导 公式 不 远 了 。 

接 下 来 ,我 们 将 有 具体 的 例子 进行 一 般 化 演变 。 在 刚才 的 题目 中 ， 
nn 个 加 号 时 ， 有 Cr 种 添加 括号 的 方式 。 刚 才 计 算 的 是 加 号 有 4 个 的 情 
况 , 也 就 是 说 C4 = 14。 到 现在 为 止 , 我 们 知道 C1=1,C2=2,C3=5,， 
C4==14。 啊 ,对 了 ， 我 们 还 可 以 算 上 加 号 为 0 个 时 的 情况 ， 即 Co= 1。 
我 们 可 以 用 表格 表示 。 

mm |0 1 2 4 
Cn|1 1 2 5 14 









































Cs5 一 定 会 变 得 还 要 大 吧 。 那 么 接 下 来 一 步 就 是 “ 求 出 关于 Cw 的 推导 
公式 ”， 这 才 是 真正 要 思考 的 问题 。 最 终 目 标 为 “将 Cn 用 含有 nn 的 有 限 
项 代数 式 来 表示 ”。 


5 么 ， 这 就 来 求 推导 公式 吧 。 我 正 准备 计算 时 ， 有 一 个 女孩 从 图 书 室 


































































































































































































7.1.2 泰 采 拉 

“ 啊 ! 学 长 您 在 啊 。 泰信 拉 走 到 了 我 的 身边 ， 很 紧张 地 问 我 , “学 长 
您 已 经 开始 学 习 了 吗 ? 我 是 不 是 来 晚 了 ? ” 
八条 拉 是 高 中 一 年 级 的 学 生 ， 是 我 的 学 妹 。 她 像 小 松鼠 小 狗 小 猫 那 样 
跟 我 很 亲近 ， 有 时 候 会 来 问 我 数学 题 。 她 问 的 不 只 是 她 不 明白 的 数学 题 ， 
有 时 候 还 会 向 我 倾诉 一 些 她 内 心 的 烦恼 。 

“ 嗯 ， 你 急 吗 ? ”我 问 。 
“不 急 不 急 ， 没 关系 ， 您 位 您 已。 我 问题 很 少 。 泰 洒 拉 边 朝 我 摆手 边 
往 后 退 了 几 步 说 ,“ 打 扰 您 了 真 不 好 意思 ， 那 我 还 是 等 您 回去 的 时 候 再 问 
您 吧 …… 今 天 放学 之 前 您 都 在 图 书 室 吧 ?” 

“是 啊 。 我 想 我 会 计算 到 管理 员 催 我 回 家 。 一 起 回 家 吗 ? ”我 间 。 

我 朝 窗 边 瞄 了 一 眼 ， 米 尔 嘉 端 坐 在 桌 边 ， 好 像 一 直 在 有 盯 着 纸 看 。 因 为 
她 背 对 着 我 ， 我 看 不 到 她 的 表情 如 何 。 她 一 动不动 地 华 着 。 

“好 的 ,一定 一 定 。 那 么 我 先 走 了 。" 泰 洒 拉 脚 跟 靠 拢 ， 表 我 小 心 翼 恤 
地 敬 了 个 礼 ， 然后 向 右 转 ,她 的 动作 很 夸张 ， 就 这 样 径直 走出 了 图 书 室 ， 
她 在 走出 图 书 室 的 那 一 刻 朝 米尔 圳 的 方向 盯 了 一 有 眼 。 
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7.1.3 推导 公式 
好 了 ， 还 是 回 到 计算 有 几 种 添加 括号 的 方式 的 推导 公式 上 来 吧 。 
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从 0 加 到 4, 一 共有 5 个 数字 。 在 这 5 个 数字 之 间 共 有 4 个 加 号 。 仔 
想 ， 因 为 现在 要 求 的 是 有 几 种 添 加 括号 的 方式 ， 所 以 实际 上 是 哪儿 个 












































ANS 




































































也 就 是 说 ,我们 将 ((0+1) 十 (2 十 (3 十 4))) 这 个 式 子 用 ((A 十 A)+ 










































































关系 的 推导 公式 ， 我 们 有 必要 清楚 “添加 括号 ” 背 
后 的 结构 ， 并 找 出 其 背后 结构 的 规律 性 。 这 个 式 子 有 4 个 加 号 ， 我 们 把 
它 整 理 成 加 号 为 3 个 以 下 时 的 情况 看 看 。 

(A+A)+(A+(A+A))) 
有 4 个 加 号 


我 们 用 下 面 这 种 方法 来 理解 。 
































































































































































































































((A+A) + (A+(A+A))) 
-一 .一 一 一 一 


有 1 个 加 号 有 2 个 加 号 











3 























恩 ， 好 像 能 看 出 些 什 么 了 。 我 们 来 关注 最 后 一 个 加 号 ， 这 里 所 说 的 “最 
后 一 个 加 号 ”不 是 位 置 上 最 靠 后 的 加 号 , 而 是 最 后 一 次 进行 加 法 运算 的 加 号 。 
以 上 式 为 例 ， 左 数 第 二 个 加 号 就 是 最 后 一 个 加 号 ， 将 这 个 加 号 的 位 置 按照 
从 左 到 右 的 顺序 挪动 的 话 ， 就 形成 了 排他 性 的 网 状 分 类 。 也 就 是 说 可 以 进 
行 分 类 。 当 加 号 有 4 个 时 ， 可 以 归 类 为 4 种 形式 。 我 们 把 最 后 一 个 加 号 都 
轿 标 记 出 来 ， 如 下 所 示 。 
((A)(A+AT+TA+A)) 
((A++A)DB(A++A+A)) 
((A++A++A)DB(A+A)) 
((A+A+A+A) 中 (A)) 
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(A+A+A+A) 这 个 式 子 的 括号 还 没有 添加 完 ， 因 为 它 包 含 了 3 项 以 
上 的 和 。 但 是 ， 这 样 的 式 子 还 可 以 整理 成 加 号 个 数 更 少 的 情况 。 嗯 ， 这 样 


一 来 就 能 求 出 推导 公式 了 。 
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有 4 个 加 号 时 ， 也 就 是 说 (A+A+A+A+A) 这 个 形式 ， 可 以 进行 

















以 下 分 类 。 





分 别 与 (A 模式 ) 相 对 的 (A+A+A+A 模 式 ) 
分 别 与 (A + A 模式 ) 相 对 的 (A 十 A 十 A 模式 ) 
分 别 与 (A 十 A 十 人 A 模式) 相对 的 (A 十 A 模式) 
分 别 与 (A 十 A 十 A 十 A 模式 ) 相 对 的 (A 模式 ) 

































































个 加 号 时 ， 有 Cn 种 添加 括号 的 方式 的 话 ， 这 里 我 们 应 


























该 能 求 出 关于 Cn 的 推导 公式 。 
“分 别 与 …… 相 对 的 ”这 个 说 法 相当 于 “各 种 情况 的 乘积 。 比 如 nn 为 



































分 
4 的 时 候 ， 我 们 用 式 子 来 表示 C4。C4 是 以 下 4 项 的 和 。 


























C0 x C3， C1 x C2， C2 Cy Ca X Oo 














总 而 言 之 ，C4 可 以 写成 以 下 形式 。 





C4 = CoC3+ C1C2 十 Co2C1 + C3Co 























据 此 可 以 写 出 一 般 形式 。 





Ont1 = CoCn_o+ OCn-i 二 + 二 CiaCn_k 十 "… 十 Cn_oCo 













































































这 真是 个 漂亮 的 式 子 啊 ! 然后 再 用 来 表示 ， 就 更 容易 看 清 这 个 式 














子 的 结构 了 。 
Co=1 


Cnti = > CkCn—k (n 之 0) 
大 三 0 














示 各 项 间 关 系 的 推导 公式 。 























LG 








此 我 们 便 可 得 
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| 
书 室 里 屋 的 管理 员 办 公 室 ， 








趁 热 打铁 ， 这 就 来 代入 验算 一 下 。 





Co 二 1 


0 
C01= 》 CrCok = CoCo=1 


k=0 


1 
C2= > CrCikp=C001+OiC0=1+1=2 


k=0 


2 
(人 3 三 > CrkC2 一 CoCo 十 CC 二 CoCo 一 2 十 1 十 2 一 5 
k=0 








3 
Ca = 》 CrCs_k = CoCs +H CaiCo + C2C1 + C3C0=5+2+2+5=14 


k=0 








1 1, 2, 5, 14， 这 几 个 数字 都 和 例题 中 计算 的 个 数 易 合 。 


















































米尔 嘉 还 说 推导 公式 很 快 就 能 做 出 来 呢 ! 做 到 这 步 真 是 花 了 我 不 少时 间 。 









































“放学 时 间 到 了 。” 图 书 管理 员 瑞 谷 老 师 来 催 我 了 。 瑞 谷 老 1 








-本 
以 
















































































芭 身 裙 ， 戴 着 一 副 看 上 去 像 太 阳 镜 那样 的 深 色 镜片 的 眼镜 。 平 时 她 等 在 区 

























































































人 





到 放学 时 间 ， 她 就 会 悄然 无 声 地 走 到 图 书 室 
































天 ， 然 后 催 大 家 回 家 。 瑞 谷 老师 就 像 个 准时 的 闹钟 。 
























































阿 。 这 么 说 来 ， 米 尔 嘉 去 哪里 了 ? 


















































我 环视 了 一 周 ， 米 尔 嘉 已 经 不 在 图 书 室 了 。 
Cn 的 推导 公式 
Co=1 
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7.2 在 回 家 路 上 谈 一 般 化 


的 


没 





“对 了 , 学 长 , “一 般 化 " 是 指 什么 啊 ?” 泰 淋 拉 声音 响亮 地 问 我 。 负 











区 























尘 的 感觉 ， 她 是 不 是 已 经 角 


岂可 以 跟 我 打 声 招呼 的 嘛 。 








b 双 大 眼 睛 同 往 党 一 样 ， 癌 ， 问 六 由 区 
我 和 泰 打 拉 并 排 着 一 走 





























6 走向 电车 车 站 。 放 学 后 我 虽然 找 过 米尔 高 ， 但 









































能 找到 她 ， 她 的 包 也 不 在 图 书 室 了 ， 佑 计 她 先 








| 





家 了 吧 。 我 总 有 种 很 奇 




































































径 出 村 木 老师 出 的 题目 了 呢 。 如 果 她 要 回去 的 话 









































天 色 渐 浙 昏 瞳 下 来 ， 街 上 的 路 灯 还 没有 亮 。 我 们 穿 过 居民 区 那 条 复杂 





















































的 小 路 ,这 是 从 学 校 到 电车 车 站 最 近 的 一 条 路 。 泰 打 拉 平时 走路 行 色 和 匆匆 ， 














品 










































































J 唯 独 在 回 家 的 路 上 她 走路 的 速度 不 可 思议 的 慢 。 我 只 能 和 着 她 的 脚步 走 。 



































“我 来 举 个 例子 吧 。 就 拿 数 学 公式 来 说 ， 假 如 数学 公式 中 包含 2、3 等 
























































具体 的 数字 ,那么 将 这 个 式 子 变 成 关于 任意 整数 m 都 成 立 的 数学 公式 就 





是 很 典型 的 “一 般 化 " 。 我 说 。 
“关于 任意 整数 m 都 成 立 的 数学 公式 …… 是 这 样 吗 ? ”她 问 。 



































我 说 : “是 的 , 是 这 样 。 








关于 2 啊 3 啊 之 类 的 具体 数字 的 式 子 不 叫 公 式 。 








为 整数 是 无 限 多 的 ， 
































下 可 能 将 关于 2, 3, 4 … 的 公式 一 一 举 出 。 啊 ， 不 
































个 日 












































进行 一 般 化 时 ， 会 经 




















二， 如 果 要 举 几 个 例子 是 没有 问题 的 ， 但 是 要 把 所 有 的 例子 都 一 一 举 出 就 
J 能 了 。 因 此 ,我 们 要 构造 含有 变量 ”的 公式 来 代替 一 一 举例 。 而 且 
要 保证 无 论 将 什么 整数 代入 变量 n， 这 个 公式 都 成 立 。 这 就 是 ‘关于 任意 
整数 都 成 立 的 数学 公式 ”， 2 


“变量 mw……” 她 若 有 所 思 。 










































































也 可 以 说 是 “关于 所 有 整数 都 成 立 的 公式 。” 

















第 出 现 新 的 变量 ”我 说 。 











这 时 ， 泰 条 拉 打 了 个 很 大 的 喷 吨 。 














己 的 围巾 递 
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“你 冷 吗 ? 原来 你 没 戴 围 巾 啊 ! ”我 问 。 





























“ 嗯 。 因 为 今天 早上 出 门 时 太 和 匆忙 了 ……” 她 抱 了 抱 鼻 涕 。 
































Bb 么 ， 我 把 我 的 围巾 借 给 你 吧 。 如 果 你 不 介意 


























就 冷 


“你 的 想法 真是 大 胆 啊 。 








着 手 。 
“ 哦 ， 对 了 ， 刚 才 说 到 “关于 任意 整数 都 成 立 
说 说 吧 ……” 泰 条 拉 又 回 到 了 原来 的 话题 。 
“好 吧 好 吧 。 不 外 
我 们 到 名 叫 “豆子 
“我 有 时 间 , 我 有 








了 。 


给 她 。 
阿 ， 大 感谢 你 了 。 一 一 哇 ， 好 暖和 啊 ! 

















“， 请 戴 我 的 吧 。 我 





四 



































“我 没关系 ， 没 关系 。 









































惜 我 不 能 把 围巾 分 两 半 给 您 。” 










































































[ 意思 。” 她 紧张 地 上 下 摆动 











[2 


6 边 走边 写 , 所 以 解释 起 来 比较 困难 。 如 果 
的 咖啡 店 去 说 吧 。” 我 邀请 她 道 


















































的 数学 公式 ， 您 再 详 
























































有 时 间 的 话 ， 






























































3] 间 的 。” 泰 条 拉 突 然 加 快 了 脚步 , 开始 跟 上 我 的 步伐 。 



































围 着 一 层 一 层 围巾 的 泰 杀 拉 真是 可 爱 啊 。 
“学 长 ， 快 走 啊 





















































7.3 在 咖啡 店 谈 























” 泰 末 拉 转 过 头 催 我 ， 她 说 话 时 呵 出 的 都 是 白 气 





二 项 式 定 理 


























[Ee 




















FE 车 站 前 那 家 店名 叫 "豆子 ”的 咖啡 店 ， 我 们 边 喝 咖啡 ， 边 把 数 





























个 这 样 的 公式 。 
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(z+ = +2ry+y 
























































“是 的 。 叮 :…… 这 是 关于 z 和 Y 的 恒等式 。 
咖 ， 这 个 式 子 表示 将 z 十 y 平 方 后 所 变 成 的 形式 。 以 下 为 zz 十 y 的 三 
次 方 的 形式 。 











(z+Y) = 7 + Ivy 十 3zg2 + 


















































虽然 算 到 这 里 就 可 以 了 ,但 我 们 还 是 试 着 将 这 个 指数 进行 一 般 化 看 看 。 
也 就 是 说 ,不 是 光 算 平方 、 三 次 方 之 类 的 数学 公式 ， 而 是 计算 “mn 次 方 的 
数学 公式 ”， 也 就 是 求 (z 十 y)” 的 展开 式 。 






































问题 7-2 
设 为 正 整 数 ， 将 以 下 式 子 展开 。 










































































首先 ， 在 进行 一 般 化 之 前 ， 先 整理 一 下 自己 所 掌握 的 具体 知识 吧 。 我 
们 先 列 出 一 些 具体 例子 ， 观 察 一 下 其 结果 。 这 人 么 做 还 可 以 确认 自己 是 否 真 
正 理 解 了 题目 的 意思 。 "举例 是 理解 的 试金石 ” 嘛 。 将 n 为 1,2,3,4 的 情 
况 分 别 代 入 (z 十 人 "进行 计算 ， 得 到 下 面 的 式 子 。 





























































































































































































































(z+Y) =z+y 
(s+) =7 +27y+y 


(z+Y)” = 7 + Ivy + Ir + 








(Z 十 轨 一 z4 十 4z3y 十 6z292 + dr + ys 
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然后 ， 进 入 到 一 般 化 的 步 又。 现在 我 们 要 求 的 是 以 下 式 子 。 








(z+ "=z + 十 六 






































我 们 知道 z” 和 多 这 两 项 一 定 会 出 现 。 接 着 只 要 在 z” 与 y" 之 间 省 略 
号 的 地 方 填 上 恰当 的 项 就 可 以 了 。 

“我 背 不 出 来 ， 不 好 意思 啊 。” 泰 条 拉 说 。 

阿 ? 不 是 , 不 是 靠背 的 哦 。 不 是 让 你 回想 背 过 的 公式 ,而 是 让 你 思考 。 
思考 怎么 推导 出 公式 。 


我 们 来 这 样 思 考 。 




































































































































































是 


(z+Y) = (z+Y) 

(z+Y)” = (z+Y)(r+Y) 

(z+Y)” = 7+)r+T+Y 
) 








(z+Y) = (4+)r+Y)E+YT+Y 


(z+Y)" = (T+ T+Y T+Y (T+Y) 


区 "全 




















“这 个 我 可 以 理解 。(z 十 四 ”就 是 将 n 个 (z 十 办 相 乘 后 所 得 的 式 子 。” 
泰 条 拉 说 。 

是 的 。 另 外 顺便 说 一 句 ， 将 n 个 (z 十 作 相 乘 的 时 候 ， 因 为 是 一 个 个 
(z 十 功 的 式 子 , 问题 也 就 变 为 选择 z 或 y 中 的 某 一 个 分 别 进行 乘法 计算 了 。 
比如 说 ， 运 算 三 次 方 的 时 候 ， 分 别 从 三 个 并 排 的 (z 十 y) 之 中 选择 > 或 
的 某 一 个 进行 乘法 计算 。 为 了 考虑 到 所 有 可 能 的 选择 方式 ， 我 们 将 选 
的 过 和 用 圆圈 辐 
























































































































































Se a 
出 岗 出 来 。 











河 
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(D+ D+ ODO+HY 一 rrr=7 

(OO+W) OBO+W I+O) 一 rry= ry 
(D+ E+O OHY 一 yr= ry 
(@O+Y) r+) r+) 一 ryy= ry 
(+) B+Y OO+Y 一 yrr= ry 
(z+@)(@O+W r+O) 一 yry= ry 
(z+@) (z+@) B+Y 一 yr= ry 


(z+@) (r+@) (r+) 一 WW= 





























这 样 就 罗列 出 了 所 有 乘法 组 合 的 可 能 性 。 把 这 些 项 都 加 起 来 。 























TTLT TTY + TYT + TYY + YLT + YTY + YYT 十 VVV 
3 





一 2Z3 + ry+ ry + ry + ry + zy + ry’ Hy 
即 


T3437 + 37 + 














是 所 要 求 的 式 子 。(z 十 四 (Z 十 四 (Z 十 奶 这 个 “ 先 相 加 再 相 乘 ”的 式 
子 变 成 了 史上 十 3z2y + 3z 多 十 多 这 个 “ 先 相 乘 再 相 加 ”的 式 子 。 这 就 是 公 
式 的 展开 。 反 过 来 将 “ 先 相 乘 再 相 加 ”的 式 子 变 成 “ 先 相 加 再 相 乘 ”的 式 子 

天 





































































































“ 嗯 ， 我 明白 了 。zzz, zzy, XYyz,… ;yyy 这 几 项 在 排列 上 好 像 也 有 
定 的 规律 啊 。” 她 说 。 

恩 ， 确 实 是 ， 泰 淋 拉 真是 一 针 见 血 啊 。 

她 害 痢 地 嘿嘿 笑 着 ， 吐 了 吐 舌 头 。 


再 往 下 计算 吧 。 从 nn 个 (z 十 奶 中 选择 z 或 者 y 中 的 一 个 。 
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条 nn 一 1 个 x， 




















如 果 “ 全 都 选择 x 进行 相 乘 ” 的 话 ， 有 几 种 组 

















EZ， 所 以 只 有 一 玫 











组 










































































“ 嗯 , 我们 可 以 从 最 右边 的 














个 武生 




















数 第 








个 式 子 























™ 

















! 选 





有 n 种 组 合 的 可 能 性 。 
般 化 。 如 果 


























和 ， 完全 正确 





! 接着 > 





我 们 进行 
































行 相 乘 " 的 话 ， 




















问 道 。 
问 得 好 ! 是 为 了 i 
kk 是 整数 ,满足 0< kg<n 这 个 条 


进行 相 乘 ) 四 





























想 哦 。 


会 

















有 几 























i 


























全 














的 情况 入 


1( 选 择 











“了 哈哈。 那么 这 就 是 从 个 东西 


的 顺序 是 已 经 规定 好 的 ， 
i 是 组 合 。 选 择 上 个 y,，n 一 上 个 x 时， 可 以 


择 


叮 ， 是 的 ， 闽 

















来 表示 这 个 组 合 。 


是 


局 











组 合 的 可 能 性 呢 ? 
咖 ，n 是 指 n 个 (z 十 办 相 乘 吧 , 上 是 指 什 么 


般 化 计算 而 引入 的 变量 
牛 。 刚 才 我 就 问 


n 一 1 个 zx， 


























1 选择 y, 剩 下 的 其 


择 y， 剩 下 


1 选择 个 时 

















印 迁 择 z; 
































的 其 他 式 子 者 
"她 说 。 



































,表示 选择 的 y 的 个 数 。 
了 当 有 =0( 全 部 选择 
进行 相 乘 ) 时 的 情况 
襄 的 个 数 ! 


? ”她 说 。 





























个 














y 
所 有 情 







































































所 





六 就 要 进行 组 合 ， 是 这 样 吧 

















了 以 











0 一 区 一) 





(k=0)(k—1)..(k— (k—1)) 





这 个 数字 就 是 zx"-*y* 的 








| 加 三 | 





导 高 高 的 ,“ 








6 人 和 











学 长 ， 我 有 





问题 。 泰 洒 拉 和 
































导 的 。 




















已 
自 nCk 


啊 ，(%) 和 nCx 完全 一 样 。 我 经 ? 


巴 。 如 果 是 这 样 的 话 ， 我 是 


























多 式 。 








到 数学 书 中 把 组 合 写成 (") 的 






































表示 ,虽然 它们 和 组 合 毫 无 关系 。 




















对 























了 , 矩阵 和 矢量 也 


k 


j 和 (中 相似 的 形式 
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“ 嗯 ， 我 明白 了 。 我 还 有 一 个 问题 ， 我 记得 组 合 的 公式 是 
nl 


k(n — A)! 























CE 一 








这 个 式 子 和 学 长 所 写 的 式 子 有 所 出 入 啊 。” 
没有 ,将 (n 一 妈 )! 的 部 分 进行 约 分 后 你 就 会 改观， 其实 这 两 个 式 子 是 
一 样 的 。 比 如 你 考虑 一 下 从 5 个 东西 中 选 出 3 个 时 的 组 合 情 况 …… 























































































































C8 = 





MIL 
请 | 王 


区 



























































生 表 示 组 合 时 使 用 下 降 阶 乘 索 的 话 ， 式 子 会 变 得 更 简单 。 下 降 阶乘 过 
是 指 将 含有 ze 的 式 子 改写 成 沿 着 m 阶 阶梯 逐步 下 降 的 乘积 形式 ， 也 就 是 
可 以 变 成 这 样 的 形式 。 
















































































= (7— 0)(z— 1)(z—2).. (7— (n— 1)) 


n 个 因 式 























可 以 将 普通 的 阶乘 n! 写成 下 面 这 样 的 下 降 阶 乘 过 





式 。 


ROSY 
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1 二 pT 
?一作 






































和 了 下 降 阶 乘 寡 后 ，() 就 可 以 写 得 更 漂亮 些 了 。 





Gl 








(mn—0m- DD). (n(x 1)) 





Ne 
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“ 叫 ……” 泰 采 拉 好 像 不 太 明 白 。 
啊 ， 对 不 起 。 我 倪 开 话题 了 ， 言 归 正 传 。 我 们 刚才 快 求 到 (z 十 y)” 的 
展开 式 了 吧 。 为 了 更 容易 看 出 其 中 的 规律 ， 我 们 将 式 子 写 得 具体 一 些 ， 可 
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(z 十 Y)”= ( 选 0 个 y) 
十 ( 选 1 个 y) 
4 
十 ( 选 k 个 y) 
ee 
十 ( 选 n 个 y) 























我 们 关注 一 下 各 项 中 变形 的 部 分 ， 如果 
下 式 子 ， 这 个 式 子 称 为 二 项 式 定理 。 















































nn 
Wg 


来 表示 ， 就 可 以 得 到 以 








k=0 
































最 初 我 看 到 这 个 展开 式 ， 怎 么 都 背 不 下 来 。 但 是 ， 当 我 亲手 把 这 个 公 











































































































式 推 导出 来 后 ， 我 发 现 要 背 出 这 个 公式 也 并 不 困难 。 如 果 平 时 练习 自己 推 
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! 就 会 记 住 这 些 公式 ,一旦 有 紧急 情 




























































































况 ， 就 没 丰 
































推导 的 必要 ， 可 以 直接 写 出 公式 了 。 我 觉得 这 种 说 法 虽然 是 一 

















反 论 ， 但 


































































































如 果 你 觉得 这 么 写 让 你 






































nn 因 
YN 9 














出 来 。 这 个 方法 很 重要 ， 一 








直 写 到 自己 习惯 为 



































话 虽 如 此 ，* 组 合 ' 竟然 是 在 这 种 情况 下 出 现 的 啊 。 











的 时 候 ， 选 择 白 球 和 红 球 的 组 合 问题 ， 我 记得 我 算 了 很 多 乘法 

































































像 是 进行 了 约 分 上 
方法 我 还 从 不 知道 。” 泰 条 拉 i 











的 练习。 但 是 ， 像 这 样 进行 公式 























感到 不 安 ， 可 以 将 用 来 表示 的 项 一 一 列举 























2 
党 
Th 
六 








所。 








好 了 ， 





接 下 来 就 是 验算 了 。 我 们 先 思考 具体 例子 ， 然 后 进 







































































行 了 一 般 化 
































计算 。 一 般 化 后 
n 二 1,2,3,4 代 入 验算 吧 。 

















=x +2ry+y 





E 和 需要 验算 。 如 果 不 验 算 的 话 不 可 以 哦 。 这 














里 我 们 就 用 
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= 23 十 3z27 十 32z22 十 ys 


4 4 0 4 3 1 4 2 2 4 1 4 0_ 4 
夺 次 十 这 十 人 » 十 4 十 攻 
0 Oa» 2 3 Y 4 y 


二 x 十 dr3y 十 6z2y’ 十 4723 十 ys 














泰 休 拉 把 数字 代入 式 ] 确认 后 频频 点 头 ， 说 :“ 我 看 到 公式 中 出 
现 了 那么 多 字母 ， 始 想 “ 哇 ， 这 么 麻烦 啊 "， 但 一 想到 这 就 是 一 般 化 
后 的 结果 ， 不 知道 怎么 的 就 觉得 还 能 接受 。 增 加 那么 多 字母 也 是 没有 办 
法 的 。 
嗯 ， 比 起 准备 无 数 个 具体 的 公式 ， 我 们 上 只 要 准备 一 个 引入 双 这 个 变量 
的 公式 就 好 了 。 这 就 是 一 般 化 的 公式 。 各 项 也 引入 了 天 这 个 变量 来 表示 
般 化 的 公式 。 
“是 啊 ， 但 是 …… 闪 一 天 啦 有 啦 这 样 的 变量 乱七八糟 的 ， 背 起 来 好 像 
很 困难 。 她 说 。 
不 要 把 n 一 和 分 开 来 考虑 ,而 是 要 把 它们 想 成 是 “它们 的 和 为 n”。 
然后 ， 这 个 和 的 平衡 点 由 0 到 进行 变化 。 开 始 的 时 候 x 的 指数 为 n， 指 
数 最 大 ， 这 时 y 的 指数 为 0， 指数 最 小 。z 的 指数 每 次 减少 1，y 的 指数 
就 每 次 增加 1。 到 最 后 ，z 的 指数 变 为 了 0， 指数 最 小 , y 的 指数 变 为 了 m， 
指数 最 大 。 我 是 这 样 考虑 的 。k 就 是 现在 平衡 点 的 位 置 。 
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一 0 友人 
三 卫 六 六 -六 六 半 | 洲 
永志:2 ww W|Iy Y 
三 3 rr TT rT|Iy yy 
三 4 rT TI|y UVY 
=5 ZIy yy y 
=6 [yy yy yy 
“哈哈 ， 这 个 平衡 点 就 这 样 从 zz 开始 一 点 一 点 地 朝 y 的 方 同 移动 吧 ?” 

















她 问 。 
正 是 如 此 。 指数 全 部 加 起 来 为 n 次 方 , 然后 分 别 分 挫 到 z 和 y 的 指数 上 ， 
就 像 把 围巾 分 成 两 半 。 


“学 …… 学 长 ! 我 们 回 到 原来 的 话题 吧 。 泰 洒 拉 提 醒 道 。 































































































7.4 在 自己 家 里 解 生成 函数 





















































房间 里 ， 诸 无 


[0 














深夜 。 家 人 都 已 经 入 睡 ， 家 中 很 安静 。 我 一 个 人 在 
顾忌 地 思考 问题 。 


Cn 的 推导 公式 已 经 求 出 ， 如 下 所 示 。 












































Co 三 1 


Cn4i = >》 ,CukCn (n > 0) 
6 


























我 准备 接着 思考 另 一 个 问题 ， 关 于 如 何 解 生成 函数 的 问题 。 
米尔 嘉 曾 经 和 我 一 起 求 过 斐 波 那 契 数列 。 那 时 ， 米 尔 嘉 把 数列 和 生成 
函数 对 应 起 来 进行 了 计算 。 我 们 在 两 个 王国 一 一 “数列 的 王国 ”和 “生成 函 

















































































































数 的 王 
我 





fa 








国 "漫步 穿梭 。 























7.4 在 自己 家 里 解 生 成 函数 141 



































我 们 得 到 数列 (ao， Q1 0Q2) 0Qmn -) 这 个 条 











各 项 变 为 函数 的 系数 ， 得 到 了 ao 








考虑 了 


(a0, al;02 * "Qn, 


果 这 样 考虑 对 应 关系 的 话 ， 


如 


续 下 去 


数列 的 i 
尔 嘉和 我 运用 生成 函数 求 得 


米 


打开 笔记 本 ， 一 边 回 忆 一 边 









































们 考虑 的 就 是 这 种 
以 下 的 对 应 关系 。 





式 的 f 伍 








始 写 。 
件 时 ， 我 们 将 数列 的 
Faliz 十 aa27Z2 十 …: 十 anz" 十 这 个 形 
级 数 。 这 就 叫 作 生成 函数 。 然 后 ， 我 们 

















数列 《生成 函数 






































的 数列 。 接 着 ， 如 与 




















通 项 有 限 项 公式 。 





将 生成 














) > ao+aiz 十 aaz2 十 .十 anz 十 :…: 

















就 可 以 只 用 一 个 生成 函数 来 表示 无 限 持 
函数 表示 为 有 限 项 的 式 子 ， 就 可 以 得 到 
























































I 












































将 支 离 





我 现在 想 





破碎 的 数列 用 生成 函数 这 条 






































J 上 次 的 解法 











了 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 。 我 们 亲 
线 串 了 起 来 。 

















来 试 解 这 道 题 。 














对 于 


们 来 考 





然后 , 将 这 个 数列 的 生成 函数 


我 位 





数列 Cn 





求 Cn 的 有 限 项 代数 式 的 “旅行 地 图 ” 
































Oe 





























有 nn 个 加 号 的 式 子 ,假设 为 其 添加 括号 的 方式 有 Cw 种 ， 下 面 我 
虑 数列 (Co, Cl, C2,…… 






































)。 
































用 C(z) 来 表示 。 为 了 不 让 数列 变 得 混乱 ， 


入 Zz 这 个 变量 ，zx” 的 指数 nn 与 Cn 的 下 标 n 相 对 应 , 这样 C(z) 就 























可 以 














以 让 乡 式 3 家 不 。o 
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C(z) = Co +- O17 + Coz2 | Onr™ 























以 上 就 是 生成 函数 的 定义 。 到 此 为 止 , 我 自己 还 没有 动 过 脑子 。 是 啊 ， 

















































































































在 生成 函数 的 王国 徘徊 还 是 比较 简单 的 。 
真正 要 动脑 子 的 是 接 下 来 的 部 分 。 
现在 我 手中 的 武器 就 只 有 Cn 的 推导 公式 。 下 一 步 就 是 运用 推导 公式 

























































































求 出 C(z) 的 有 限 项 代数 式 。 那 么 ,我 来 求 一 下 C(z) 的 “关于 zx 的 有 限 
项 代数 式 ” 吧 。 这 个 式 子 中 应 该 不 会 出 现 n。 

但 是 这 次 的 推导 公式 并 不 像 辈 波 那 契 数列 的 推导 公式 那样 简单 。 在 求 
斐 波 那 契 数列 的 推导 公式 时 ， 我 们 把 生成 函数 乘 以 后， 为 了 使 上 下 式 子 
2 的 次 数 对 齐 ， 将 各 项 系数 都 向 左 或 向 右 挪 一 格 ， 然 后 只 要 进行 加 诚 运 算 ， 
就 能 把 n 抵消 。 
但 是 ， 这 次 的 推导 公式 Cn+i = D2?_o CC 真是 不 好 对 付 。CkCn 
这 个 乘积 形式 前 再 加 上 >， ， 就 是 复杂 的 “ 先 相 乘 后 相 加 ” 的 形式 了 。 










































































































































































































































































































































































咽 ? 
先 相 乘 后 相 加 ……… 是 这 样 说 的 吗 ? 
还 是 说 Cx 和 Ch_ 的 “下 标 和 为 n” 呢 ? 
呵呵 ， 我 想起 了 自己 对 泰 打 拉 说 的 台词 。 





















































“不 要 把 nn 一 入 分 开 来 考虑， 而 是 要 把 它们 想 成 是 “它们 的 
和 为 n”。 然 后 ,这 个 和 的 平衡 点 由 0 到 n 进行 变化 。” 














在 这 次 的 推导 公式 中 出 现 的 总 ?>_o CrCn_k 和 上 次 我 对 泰 末 拉 所 说 的 
情况 很 相似 。Cn 和 Cu 的 下 标 和 为 n， 然后 从 0 开始 变化 到 nn， 使 这 
个 和 的 平衡 点 发 生变 化 。 




























































































在 手 上 的 推导 公式 Cn 








7.4 


在 











己 农 








二 


E 成 函 净 






























































2 
了 
































了 况 











“才能 


(zt)(T+D)(T1 


SS 











成 “3 





Eg 





式 的 了 
相 乘 后 相 

















所 代 蔡 。 


加 ”这 个 














了 


成 半 *_o Ck Cn 这 样 的 “ 先 相 乘 后 相 旋 
J 以 被 (OE 这 个 简单 


式 呢 


二 )jR_o CkCn-k 主 要 表示 这 样 的 意 























1” 的 形 


凡 工 ,， 为 








Fy) 这 个 “ 先 相 加 再 相 乘 ”的 形式 可 以 变 


成 z3 十 3727 十 3zy2 十 吧 这 个 “ 先 相 乘 后 相 加 ”的 形式 ， 也 就 是 公式 














































































































































































































的 展开 …… 

也 就 是 说 ,“ 移 相 加 后 相 乘 ”的 形式 展开 后 可 以 变 成 “ 先 相 乘 后 相 加 ” 
的 形式 。 

好 ， 题 目的 关键 就 是 要 形成 乘积 的 形式 。 我 来 试 着 推导 一 下 生成 函数 
的 乘积 形式 吧 。 自 己 亲 自动 手 计 算 ， 一 定 能 够 发 现 什 么 。 

因为 生成 函数 只 是 C(z)， 所 以 将 它 平 方 后 ， 可 能 会 出 现 什 么 吧 。 生 
成 函数 是 这 样 的 。 











将 生成 函数 平方 后 得 到 这 样 


C(z) = Co+TCaz 二 Cao 十 十 Cnom + 


C(z) = (CoCo) 十 


C1C1 十 C2C0。 

















那么 ， 进 行 一 般 化 的 话 











先 把 C(z)? 











12" 的 系数 写 出 来 吧 。 











的 











我 


多 式 。 

















凡 海 中 浮现 出 




















写 啊 ， 写 啊 ， 写 啊 ， 只 
啊 ， 做 出 了 


























CocCi + C1Co0)z + (Coca + C1C1 + CoCojz2 + 


常数 项 为 CoCo, z 的 系数 为 CoC1i 十 CiCo,， x2 的 系数 为 CoC2 十 











v 那 双 大 眼睛 一 一 














斤 得 到 














了 ! 这 就 是 z” 的 系数 。 


自动 铅笔 在 纸 上 的 








和 





章 声 。 
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CoCn 十 CICn-1 十 十 ChCn 天 十 :十 Cn-1C1 十 CnCo 




















我 们 来 关注 一 下 下 标 。 随 着 CkCn 这 个 数字 中 左 侧 的 下 标 逐渐 变 
大 ， 右 侧 的 下 标 妈 一 大 就 逐渐 变 小 。 KR 在 0 到 ? 的 范围 内 变化 。 
如 果 再 逐 项 写 出 来 的 话 , 反而 让 人 觉得 难以 理解 。 我 们 就 用 交 来 表示 。 
写成 一 般 化 的 式 子 的 话 ，z” 的 系数 为 


>》 CNG5 
N=0 



























































































































































刀 为 这 是 式 子 C(z)2 中 “zx” 的 系数 "， 所 以 式 子 C(x)? 本 身 就 变 成 了 
二 重 和 的 形式 ， 是 这 么 写 的 。 



































n=0 


(> ac。 中 > 
一 
ZX7 的 系数 


做 出 来 了 ! 

做 出 来 了 ! 

我 终于 做 出 了 Xo CaCn-x 这 个 “ 先 相 乘 后 相 加 ”的 形式 。 因 为 我 求 
得 了 “ 先 相 乘 后 相 加 ”的 形式 ， 余 下 部 分 如 果 利 用 推导 公式 ， 就 应 该 能 把 
公式 变 简单 。 推 导 公式 为 


























































































































> CKCn_K 
k=0 














这 个 推导 公式 能 够 被 C+1 这 个 简单 的 项 所 替换 。 
也 就 是 说 ， 将 生成 函数 C(x ) 平 方 后 ， 式 子 能 够 变 得 非常 简单 。 下 面 就 
将 3?_o CkCn k 用 Cs H+1 来 奉 换 。 











































































































己 家 

















S 式 了 |! 
的 指数 正好 相差 1 


宣 


重 和 变 成 了 
的 下 标 











Cnt1 











o 











解 斐 波 


地 





























让 差 ， 我 可 以 利 























相差 1 的 部 分 乘 以 > 就 可 以 了 。 








边 同 


时 乘 以 z。 


C(z) 2 = > > Cntiv™ 
n=0 














右边 的 x 放 入 的 式 子 中 














将 等 式 


r.C(r) 




















为 了 让 下 标 变 成 与 指数 相同 的 


Z.C(z)” 




















然后 将 所 有 nn 十 1 的 式 子 用 





























成 函数 C(z) 相 








nzZ” 几乎 和 入 








这 下 等 式 右边 的 并 ce ， 


这 部 分 减 去 就 好 了 。 








好 了 ， 
剩 下 把 Coi 








分 





上 


一 > CO 一 Co 
n=0 


站 数列 时 的 方法 


生成 函数 145 

















A 
地] 和 到 
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这 样 一 来 ，n 就 消除 了 。 











zr.C(7) = C(z) 一 


























把 Co=1 代 入 上 式 并 整理 。 





2z.C(z) 2 一 Clz)+1=0 


因此 ， 我 们 得 到 了 关于 C(z) 的 二 次 方程 式 。 假 设 > 不 等 于 0， 我 们 
就 可 以 求 得 方程 的 解 。 























= sr 人 人 








一 | 


冯 


， 完 成 得 很 顺利 。 
上 据 生成 函数 的 “ 移 相 乘 后 相 加 ”这 个 特点 ， 我 们 推导 出 了 有 限 项 代 
数 式 。 真 没 想 到 生成 函数 的 乘积 有 这 人 么 大 的 作用 啊 ! 
我 并 不 知道 为 什么 生成 函数 C(z) 会 有 带 正 负 号 的 两 个 解 ， 原 4 
V1 一 4z 的 部 分 该 如 何 我 也 不 知道 ， 我 觉得 这 个 题 真 是 越 来 越 深奥 了 。 
不 管 怎么 样 ，n 被 抵消 掉 了 。 
我 终于 求 出 了 生成 函数 C(z) 的 有 限 项 代数 式 。 
剩 下 只 需 把 有 限 项 代数 式 的 需 级 数 展开 就 可 以 了 。 














St 
«I 
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第 二 天 放学 后 ， 在 图 书 室 > 我 旁边 坐 米 尔 PH oO 
“虽然 我 建立 了 推导 公式 ,” 米 尔 嘉 快 言 快 语 地 说 起 来 ,“ 可 算 
到 一 半 时 我 改变 了 方法 。 































































































“ 啊 ? 


ey 
































你 是 说 你 没有 解 推 导 公式 吗 ?” 我 问 道 。 


















































YN 9 








我 不 解 推 导 公 式 。 因 为 我 找到 了 很 微妙 的 对 应 关系 。” 她 答 道 。 
我 一 打开 笔记 本 ， 米 尔 嘉 就 立刻 开始 写 起 来 。 
























































“比如 说 ， 当 n 为 4 的 时 候 ， 我 们 可 以 以 这 个 式 子 为 例 来 考虑 。 








((O0O+1)+(2+(3+4))) 











仔细 看 这 个 式 子 ， 即 使 像 下 面 这 样 去 掉 后 半 个 括号 ， 也 能 恢复 原貌 。 



























































((O0O+1+(2+(3+4 























个 括号 复原 完全 是 因为 “加 号 连接 着 前 后 两 项 " 这 一 限定 条 件 。” 



























































“原来 如 此 。 在 第 二 项 出 来 的 地 方 插 入 后 半 个 括号 就 可 以 了 I 

































































巴 。 我 考 


虑 片刻 后 回答 道 。 我 算 到 ((A 十 A) 十 (A 十 (A 十 A))) 这 步 就 放弃 了 ， 原 
来 还 中 处 变 得 更 简 [入 



































米尔 嘉 微 微 只 





开路 笑 了 笑 
























































进一步 ， 其 实 连 写 数字 的 必要 都 没有 ， 写 成 这 样 就 可 以 了 























((++(+(+ 
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这 样 也 可 以 恢复 原貌 。 在 加 号 的 左 侧 添 上 数字 就 可 以 了 ， 只 是 最 后 的 4 会 
添加 在 加 号 的 右 侧 。” 
“原来 如 此 。” 














“也 就 是 说 , 要 求 有 几 种 添加 括号 的 方式 , 只 要 求 出 “前 半 个 括号 ”和 “加 





















































"排列 组 合 的 可 能 就 好 了 。 就 拿 n 为 4 的 情况 来 说 吧 ， 











号 ” 有 几 
成 了 求 4 


示 这 8 个 






































个 前 单个 括号 和 4 个 加 号 的 排列 组 合 的 个 数 。 比 如 说 ， 
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付 写 o 











冰冰 冰冰 冰 冰冰 米 


可 题 就 变 











用 * 来 表 








148 第 7 章 卷 积 




















然后 ， 考 虑 将 其 中 的 哪 4 个 * 变 成 前 半 个 插 号 。 














((**(*(* 























接着 ， 再 将 剩 下 的 符号 自动 转换 成 加 号 。 


























((++(+(+ 














从 这 8 个 符号 (分 别 有 4 个 括号 和 加 号 ) 中 选择 4 个 符号 变 成 前 半 个 
括号 ,可 以 形成 (3) 这 样 的 组 全 情况。 当然 这 是 在 n 为 4 的 前 提 下 所 得 出 
的 结论 。 以 一 般 化 的 形式 说 来 ， 从 2n 个 符号 (分 别 有 n 个 括号 和 加 号 ) 中 
选择 n 个 符号 变 成 前 半 个 括号 ,可 以 形成 (2) 这 样 的 组 合 。 这 样 的 组 合 
可 以 用 下 图 来 表示 ， 这 条 弯曲 的 路 线 的 最 短路 径 的 数值 和 组 合 的 个 数 是 等 
价 的。 路 线 从 左下 角 的 5 开始， 一直 到达 G 这 个 终点 。 用 箭头 来 表示 路 
线 的 走向 ， 也 就 是 ( (+ + (+ (+ 这 个 符号 的 排列 。” 米尔 嘉 说 。 




















































































































































































































































































































“等 一 下 ”， 我 打 断 了 还 要 继续 往 下 说 的 米尔 嘉 。 

“米尔 天 ， 这 样 解 实在 太 奇 怪 了 。 因 为 这 不 是 从 8 个 符号 中 任意 选择 
4 个 。 比 如 次， 无 论 4 个 括 导 和 加 号 如 何 排列 ， 下 面 这 种 排列 方式 都 是 不 
可 以 的 ， 不 是 吗 ? 
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((++++(( 




















画 出 ((++++(( 这 样 的 路 径 一 看 你 就 明白 了 。 在 这 
过 @ 〇 的 路 径 都 不 可 以 计算 在 内 。 
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1， 几 是 经 
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“你 还 没 说 完 吗 ? ”被 我 中 途 打 断 的 米尔 嘉 气 鼓 残 地 说 。 
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我 确实 是 还 没 说 完 。 在 排列 括号 和 加 号 的 过 程 中 ， 有 这 样 一 个 限制 条 
件 : 加 号 的 个 数 绝对 不 可 能 超过 括号 的 个 数 。 
什么 时 候 会 出 现 加 号 的 个 数 超过 括号 的 个 数 的 情况 呢 ? 正如 你 所 说 的 ， 
是 通过 上 图 中 的 圆圈 〇 的 时 候 。 如 果 不 通 过 圆圈 O ， 从 5 到 G 的 路 线 数 
量 和 Cn 是 相等 的 。 
如 果 不 考 虑 这 个 限制 条 件 ， 从 5 到 G 的 路 线 的 个 数 就 是 (2") 。 
h 么 ， 如 果 在 从 8 到 G 的 过 程 中 穿 过 一 次 圆圈 〇 的 话 ， 情 况 会 变 成 
什么 样 呢 ? 
假设 第 一 个 穿 过 的 圆圈 〇 的 地 方 为 Pp， 从 已 开 始 前 进 的 方向 都 将 发 
生 反 转 。 将 这 几 个 圆圈 〇 用 虚线 连接 后 ， 你 会 发 现 它们 形成 一 条 和 斜 线 ， 
可 以 将 这 条 斜 线 考虑 成 一 面 镜子 。 从 已 到 G 的 过 程 中 ， 原 本 向 右 水 平移 
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动 的 话 





就 转变 为 向 上 移动 ， 原 才 





我 们 得 到 了 点 G'， 而 不 是 点 G。 





点 G' 也 就 是 G 通过 镜子 的 反射 得 到 























个 组 合 








多 式 就 变 成 J 


CC+++(++ 的 

















多 式 。 





























这 人 么 一 想 ， 通 过 


圆圈 @ 〇 的 所 在 
























































一 一 对 应 。 从 纵横 共 在 


也 就 是 (, 2” ) 。 











2n 根 短线 


1 选择 n +4 















































这 人 么 说 来 ， 以 下 式 子 就 成 立 了 。 




















向 上 移动 的 话 就 变 为 向 右 水 平移 动 。 于 是 ， 


的 点 。 也 就 是 说 , ( (++++(( 这 


情况 的 个 数 和 从 5S 到 G' 的 线路 的 个 数 
1 根 横 线路 径 , 进行 路 线 组 合 ， 














Cn 二 (从 5 到 G 的 路 径 数 ) 一 (从 5 到 G' 的 路 径 数 ) 








接 下 来 就 是 计算 





了 。 收 




















k 算 快 算 ， 将 下 降 阶乘 备 快 速 运 转 起 来 吧 。 


























ne (on)et , 
We (ntl 上 
mt).Qne Qn)2.(n) 
iD (ne n+) (ne 2 
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通 分 后 第 二 项 有 点 难以 理解 呢 。 但 思考 一 下 下 降 阶乘 宪 的 意义 就 会 


然 明 白 ， 在 这 里 我 来 做 一 下 补充 说 明 。 
样 变 形 的 。 将 (n) 这 个 “小 尾巴 ”提取 出 来 并 展开 。 
























































































































































(2np)z2+t = ( 20 (2n 一 1 (2n—2)... n+1).(n) 
= (2n)™. (n) 

















。 这 次 将 (n 十 1) 这 个 “ 头 部 ”提取 出 来 














、 
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接着 ,分 母 可 以 这 样 变 























(n+1)2i=n+1):.n):.(n—1)...2.1 
= (n+1):(n) 






































所 以 ,我 们 再 来 计算 一 下 Cn 的 数值 ， 从 通 分 之 后 的 步骤 开始 。 


























人 十 (2n)™ — (2n)™: (n) 















































Cn 
(n+ 1). (We 
= 分 子 部 分 提取 了 (2n)* 这 个 公 因 式 
1 (2n)2 2 
~ n+l (nz a 
、 
-a 从 用] 是 三 (&) 

















方式 的 个 数 就 是 这 样 的 。 





因此 ， 给 有 个 加 号 的 式 子 添加 括号 的 
1 2n 
oa 


好 了 ， 这 下 就 完成 了 一 部 分 工作 。 
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看 到 米尔 喜 如 此 简便 的 解法 ， 我 一 边 暗自 佩服 一 边 开始 计 算 。 
1 /2\ 1 2 
ci 了 
1 /人 1 4.3 
oa ) = 
1 /6\ 1 6.5 
ot oe 
1 /8\ 1 8.7.6.5 
ora) 本 











“ 哇 ， 太 厉害 了 ! 确 令 
米尔 嘉 听 了 我 的 话 ，j 
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b 我 下 次 听 你 说 1” 我 说 。 
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7.5.2 研究 生成 函数 

虽然 我 掉 入 了 米尔 嘉 的 圈套 ， 但 她 那 完美 的 解答 真是 令 我 非常 吃惊 。 
我 考虑 通过 生成 函数 来 解 题 固然 没有 错 ， 但 我 只 是 算 到 很 复杂 的 有 限 项 
数 式 那 步 ， 好 像 就 无 法 再 往 下 计算 了 。 我 甚至 怀疑 自己 是 不 是 挑战 了 与 
己 实力 不 相符 的 题目 。 我 求 出 生成 函数 那 一 刻 的 喜悦 顿时 被 吹 得 烟消云散 了 。 

真是 遗憾 啊 ! 我 心中 有 点 不 服气 。 

米尔 亮 的 脸 上 却 露出 为 难 的 表情 。 哎呀， 算 了 ， 先 说 说 看 吧 。 算 上 
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了 推导 公式 后 ， 接 下 来 该 怎么 做 呢 ? ”她 催 问 我 。 

我 将 自己 想 试 着 运用 生成 函数 的 解法 ， 建 立 生 成 函数 的 乘积 关系 ， 然 
后 算出 “ 先 相 乘 后 相 加 ”这 个 形式 ， 最 后 努力 建立 一 元 二 次 方程 式 ， 并 终 
于 计算 出 了 生成 函数 的 有 限 项 代数 式 …… 一 股 脑 儿 地 告诉 了 米尔 天 。 能 够 
到 生成 函数 的 王国 漫步 固然 很 好 ， 但 是 我 却 不 能 再 从 生成 函数 的 王国 返回 







































































































































































































































































我 真 的 非常 遗憾 ， 感 到 很 不 服气 。 
“ 喂 ， 你 算出 的 到 底 是 什么 式 子 啊 ? ”米尔 嘉 问 我 。 


















































“ 咖 ? 到 底 是 什么 式 子 呀 ? ”她 打量 着 我 的 脸 。 
没 办 法 ， 我 只 能 在 笔记 本 上 写 出 式 子 。 





























ee 法 人 






































“ 嗯 ， 难 点 好 像 有 两 个 吧 。 一 个 是 正 负 号 的 部 分 ， 另 一 个 是 V1 一 4z 
的 部 分 。” 她 说 。 

“这 些 我 当然 知道 啦 。 我 就 是 被 这 两 点 卡 住 , 算 不 下 去 了 。 我 着 急 地 说 。 

对 于 我 发 急 的 声音 米尔 器 并 不 理会 ,很 平静 地 接着 说 :“ 首 先 ， 我们 
从 正人 负 号 开始 思考 。” 

米尔 喜 看 了 一 会 儿 数学 公式 , 闭 上 眼 , 低下 头 。 然 后 , 她 举 起 右手 食指 ， 
朝 着 天 空 比划 着 圈 圈 。 她 划 着 0, 划 着 0, 划 着 无 穷 大 , 突然 她 陷 开 了 了 眼睛 ， 
说 :“ 我 们 回 到 定义 看 看 吧 。 生 成 函数 C(z) 的 定义 是 这 样 的 吧 。” 












































































































































































































































































































































C(z) = Co O17 + Coz2 TS 全 2 ee 
“这 么 说 来 ， 当 x 为 0 的 时 候 ,包含 xz 的 项 都 被 抵消 了 ， 所 以 生成 函 
数 就 变 成 了 C(0) = Co， 于 是 ,我们 再 回 到 你 计算 出 的 有 限 项 代数 式 。” 
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三 


























“这 时 的 C(0) 会 变 成 怎样 呢 ?” 她 问 道 。 
“不 可 以 哦 。 如 果 分 母 为 0 的 话 ， 除 以 0 后 ，C(0) 就 变 成 无 穷 大 了 。” 
我 答 道 。 我 已 经 渐渐 平静 下 来 了 。 我 对 米尔 嘉 发 急 有 什么 用 呢 ， 听 她 的 话 
又 有 什么 用 呢 。 
“没有 , 可 不 是 这 样 的 。 ”米尔 亮 缓 缓 地 摇 摇 头 “一 个 数 是 变 成 了 无 穷 大 ， 


而 另 一 个 数 则 不 是 。C(z) 的 两 个 带 有 正 负 号 的 数字 中 ， 我 们 把 那个 带 正 
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号 的 数字 称 为 C+(z)， 把 那个 带 负 号 的 数字 称 为 C_(z)， 这 样 就 可 以 变形 
为 以 下 形式 。” 











= 1 十 V1 一 4 


2 
1— v1l—4z 
Ee 














“为 了 不 使 它们 除 以 0， 我 们 将 分 母 移 项 后 去 掉 看 看 。 


2z .CH+(z) =1 十 V1I 一 4z 
27.C_ (oz =1 一 V1 一 和 















































“ 当 z 为 0 时 ， 上 面 两 个 式 子 的 左边 都 为 0, 但 一 个 式 子 的 右边 
1 十 V1 一 47 为 2， 而 男 一 个 式 子 的 右边 1 一 V1 一 4t 是 0。 这 说 明了 什么 
呢 ? ”她 问 道 。 
“至 少 说 明 C+(z) 不 正确 吧 。” 
“ 咽 。 虽 然 不 能 说 不 用 再 深入 对 生成 函数 进行 研究 了 ， 但 至 少 可 以 说 
我 们 没 必要 再 对 C+(z) 刨 根 问 底 了 。 为 了 求 得 最 后 的 公式 ， 我 们 把 目标 
锁定 在 生成 函数 C_(z) 上 。 接 下 来 的 目标 ， 你 认为 是 什么 呢 ? ”她 问 道 。 
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“对 V1 一 4x 该 怎么 处 理 呢 ? ”我 问 道 。 
看 着 我 重新 调整 了 心态 ， 米 尔 嘉 媚 然 一 笑 。 
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7.5.3 围巾 
这 时 ， 我 突然 发 现 泰 打 拉 站 在 图 书 室 门 口 ， 正 望 着 我 和 米尔 嘉 。 她 两 
手 擒 着 一 只 小 纸袋 ， 一 动不动 地 站 在 那里 。 她 是 什么 时 候 站 在 那里 的 呀 ? 
我 朝 泰 采 拉 轻 轻 地 举 了 下 手 ， 示 意 我 看 到 她 了 。 她 却 和 往常 不 同 ， 缓 
组 地 走向 我 们 ， 一 点 都 没有 加 快 脚步 ， 一 脸 严 肃 的 样子 。 
“学 长 ， 昨 天 真是 谢谢 您 了 。” 泰 末 拉 轻 轻 向 我 道谢 ,， 低 下头， 手指 向 
那个 纸袋 子 。 里 面 整 整齐 齐 地 痉 放 着 昨天 我 借 给 她 的 那 条 围巾 。 
“ 啊 ， 没 关系 ， 不 用 客气 。 你 没 感 冒 吧 ? ”我 问 道 。 
， 我 没关系 。 多 亏 您 昨天 借 给 我 围巾 ， 又 和 我 一 起 喝 了 热饮 。” 泰 
条 拉 边 说 边 旨 米尔 嘉 昧 了 睦 。 我 也 随 着 泰 杀 拉 的 目光 绷 米尔 嘉 看 了 看 。 米 
尔 嘉 握 着 自动 铅笔 的 手 停 了 下 来 ， 随 后 她 抬 起 头 ， 朝 小 纸袋 葡 了 一 眼 ， 之 
后 便 把 目光 停留 在 泰 打 拉 身 上 。 两 个 女孩 就 这 样 沉默 着 ， 互 相对 视 着 。 
谁 都 不 说 话 。 
就 这 样 沉 默 了 几 秒 钟 。 
泰 条 拉 “ 呼 ” 地 吐 了 口气 , 又 重新 将 目光 转向 我 , 说 :“ 今 天 真是 打扰 了 。 
你 以 后 可 要 再 教 我 数学 哦 。 泰 洲 拉 朝 我 点 了 下 头 ， 然 后 就 走 开 了 ， 当 她 
走 到 图 书 室 门 口 时 又 回头 朝 我 微微 致意 。 
这 时 ， 米 尔 嘉 已 经 把 头 转向 了 草稿 纸 ， 
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[SE 




























































































































































































































































































































































































起 了 数学 公式 。 


水 
人 
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看 ， 是 张 很 高 级 的 





“什么 ?” 我 不 明 自 。 


























米尔 嘉 没 丰 
我 打开 








停 笔 ， 


包 看 了 看 ， 把 手 人 





回答 我 说 ; “号 


“你 想到 什么 了 吗 ? ”我 问 她 。 当 然 ， 
式 边 











是 天 于 V1i 一 4x 的 。 











Es 























盏 下 



































进去 所 系 ， 
























































色 春 卡 。 为 什么 米 和 

















上 上 写 着 短 短 的 


下 











谢谢 您 借 给 我 围 中 。 围 中 很 温暖 。 



































行 字 ， 是 泰 杀 拉 的 字迹 。 


PS: 下 次 我 们 还 去 那 家 叫 “ 豆 子 ” 的 咖啡 店 吧 。 


7.5.4 ”最 后 的 要 塞 





我 们 又 臣 




















到 了 原来 的 问题 
我 们 已 经 求 得 了 如 下 生成 








o 


图 


数 C(z) 


的 有 限 项 代数 式 。 

















了 百 o 
围巾 下 似乎 藏 着 什么 。 拿 出 来 
“ 嘉 会 注意 到 里 面 有 张 货 卡 呢 ? 痪 
泰 条 拉 








接 下 来 的 问题 就 是 VI 二 和 会 变 成 什么 
“我 跟 不 上 你 解 题 的 速 
接 下 来 该 
我 问 道 。 























区 么 办 








二 
度 ， 米 尔 问 。 












































尼 ? 在 求 斐 波 








那 





契 数 列 的 通 ] 





























求 得 了 C(z) 的 有 限 项 代数 式 后 ， 


硕 公 式 时 ， 我 们 是 怎么 














做 的 ?” 
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“可 以 利用 C(z) 的 有 限 项 代数 式 来 计算 出 z” 的 系数 。 也 就 是 






























































i 是 说 ， 需 
2 Ve TI 级 数 。 ” 米尔 嘉 说 。 
“但 是 V1 一 47 真是 麻烦 啊 。 该 怎么 处 理 它 呢 ? ”我 低 声 跑 咕 着 。 





























Uo 


“所 以 只 能 将 才 级 数 展 开 了 吧 。 比 如 说 ， 将 系数 的 数列 称 为 (Kn)， 可 


以 进行 这 样 的 展开 。 米尔 喜 边 说 边 写 出 式 子 。 












































VIi—A4= Ko+Kizxs+ Kr +... + Knr" ++... 








ed 1— 和 





所 以 , 为 了 去 除 分 母 ， 我们 将 分 母 移 项 。 








27.0(7)=1—- Vi-4r 





因为 C(x) = 





和 只。Cxz5 VI 一 生 二 学 欠 o Kew*， 替 换 后 可 得 到 下 式 。 














2z 》、 Cha 一 入 VU Kor 
k=0 k=0 











将 等 式 左边 的 2z 放 入 这 个 符号 











[ue 














yaCwekH = 1- Ko Kis 
k=0 1 





将 等 式 左边 调整 为 从 大 = 1 开始 。 
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> QO _ 1m" 二 1 一 Ko 2 > Kr 
= k=1 


把 带 有 符号 的 项 都 归纳 到 左边 。 




















Ce oo 
> 2C4_1z* 十 >， Kirzr*=1- Ko 
R= k=1 


























因为 这 个 等 式 是 无 穷 级 数 ， 所 以 为 了 改变 和 的 先后 次 序 ， 必 须 把 条 件 
说 明 清楚 。 但 现在 利用 这 个 等 式 只 是 为 了 有 所 发 现 ， 所 以 我 们 就 直接 往 下 

















































































































》 (2Ck_i+Kh)z =1— Ko 
六 三 下 




















以 上 等 式 是 关于 z 的 恒等式 ， 比 较 两 边 的 系数 ， 可 以 得 到 Kn 和 Cn 
的 天 系 式 。 

















0=1— Ko 比较 z? 的 系数 

2C0o+ Ki=0 比较 x 的 系数 

201 + Ks=0 比较 x2 的 系数 
DO 十 Knt1 = 比较 BT 的 系数 




















整理 这 些 式 子 后 可 以 得 到 下 式 。 











Ko 汪 站 
Cn -2 (n>0) 


也 就 是 说 ， 如 果 求 




















出 了 天 ,的话 

















最 后 的 要 











就 是 V1i 一 4x 的 


7.5.5 攻陷 


这 时 (Ko, Ki,…, Kn,…) 成 了 所 求 的 


米尔 璐 过 不 及 得 地 说 : 
设 K(z)= Vi 一 47, 可 





得 


于 


77 


J O 














巷 

















那么 ， 我 就 习 


， 我 们 也 就 





7.5 




















自然 而 然 地 求 得 了 Cn。 




















KV) > ， KRz 
k=0 





























































































































































































































攻陷 最 后 














的 要 塞 吧 。 现 在 ， 假 


























目标 。 从 哪 昌 


























台 下 手 为 好 呢 ?” 































































































“从 一 看 就 能 明白 的 地 方 下 手 吧 。" 我 说 。 
“ 咽 ， 那 Ko 该 怎么 处 理 才 能 让 人 一 看 就 懂 呢 ? ”米尔 嘉 问 。 
“ 那 就 试 试 z = 0 唆 。 我 立刻 回答 道 ,“ 如 果 这 样 的 话 ， 交 RKRze 
! 常 数 项 之 外 的 项 就 都 被 抵消 了 ”。 也 就 是 说 ，K(0) = Ko。” 
“是 啊 ， 那 接着 该 怎么 办 呢 ?” 米 尔 嘉 问 我 。 
“你 是 问 该 拿 > 怎么 办 吗 ? ”我 反问 道 。 
“不 是 。 我 们 得 快 点 使 用 函数 解析 的 基本 方法 哦 。” 米 尔 嘉 似乎 有 些 急 
不 可 竺 。 
“ 那 是 什么 ? ”我 问 。 
“是 微分 啊 。 用 x 求 导 玉 (xz)， 然 后 数列 转换 ， 就 能 求 出 常数 项 Ki。 
K(x)= Ko 十 Kizl + K2x? + Kaz3 十 十 Knzr + 
A A 人 时 A 
K’'(z)=1K1 + 2K2x! + 3Ksz2 十 十 nKnz"-l 十 


所 以 可 得 








K’(0)= 1Ki 
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你 知道 为 什么 这 个 1 要 这 么 明确 地 写 出 来 吧 ? 这 是 为 了 抓 住 求 导 后 指数 下 
降 这 个 模式 。 走 到 这 一 步 接 下 来 可 就 轻松 了 。 再 接着 求 导 K'(z)。 




























































































K’"(x)=2.1K2+3:.2Karl. +n: (no 1Knr" +... 


所 以 ， 当 z 为 0 时 ， 可 求 得 下 式 。 








K’”(0)=2.1K;2 




















接 下 来 ,反复 重复 此 操作 ,进行 n 次 KK(z) 的 求 导 运算 。 假设 K(z) 


经 过 n 次 求 导 运算 后 用 K("(z) 来 表示 。 











| 









































KW (zx) =nn— 1)n— 2)...2.1K, 
(n+ Dntn 一 DD(n 一 习 .…， 真 是 太 麻烦 了 .……… 
























































写 下 去 就 太 宛 长 了 ， 我 们 就 用 下 降 阶 乘 需 来 表示 吧 。 























Ko(z) =n® Kn 
+ (n+1) Karr 
Ee 
+ (n+ kK rr, 








所 以 当 z 为 0 时 ， 就 变 成 如 下 形式 。 











KW™(0) = mn2Kn 





























也 就 是 说 ， 可 以 用 KC (0) 的 形式 来 表示 K。， 也 就 是 泰勒 展开 式 。 


















































我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 。 


到 这 


I 
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我 说 :“ 咽 , 但 是 接 下 来 好 像 就 无 法 进展 了 , 感觉 像 走 到 死胡同 里 来 了 。” 
“为 什么 这 么 说 呢 ? 现在 我 们 用 震级 数 的 形式 求 得 了 开 (z)。 接 下 来 我 
们 用 普通 的 函数 形式 来 表示 K(x) 看 看 
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可 Ho 米尔 嘉 说 。 
“用 普通 的 函数 形式 来 求 ? ”我 疑惑 不 解 。 














































































































“就 是 用 求 函数 解析 式 的 基本 方法 来 做 ， 又 要 用 到 微分 哦 。” 米 尔 嚣 边 


区 












































说 边 朝 我 区 了 下 眼睛 。 这 可 能 是 她 第 一 次 这 么 调皮 地 朝 我 用 眼睛 吧 。 
“回想 一 下 KK(z) 的 定义 …… 








K(x)= vil—4z 














平方 根 也 就 是 去 次 方 ， 所 以 可 以 变形 为 这 样 











o 


K(x) = (1 — 47)? 








我 们 应 该 边 注意 观察 出 现 的 式 子 类 型 ， 边 反复 进行 微分 运算 




















复 过 休 做 分 壕 异 。 
开 (z) = (1 — 47)3 
K’'(z) = -2.(1— 4r)-3 
K’”(r)= -2.2.(1— 4x) ? 
Ki(z) = -2.4.3.(1 一 4z)-3 
K(xz) 一 -2.6.5.4.(1 一 4z)3 








K(x) 二 -2.(2m0 一 2)2 (1 一 42) 
开 (+l(z) = 2. (2n) (1-47) 























将 z=0 代 入 后 ,我 们 可 以 求 得 最 后 的 式 子 是 这 样 的 。 


























开 tn+1TD(0) = -2. (2n)® 
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我 们 再 回头 看 刚才 我 们 用 朝 级 数 求 得 的 式 子 ， 也 就 是 你 说 算 到 那 步 走 
到 死胡同 里 的 式 子 ， 我 们 把 其 中 的 交 用 郊 十 1 来 替换 。 
K+1) (0) 
OT 
通过 这 两 个 式 子 可 得 到 下 式 。 
一 2 . (2n)? 
人 Ja 
这 样 ， 我 们 可 以 求 得 Ru+1i1， 并 不 是 走 到 死胡同 里 了 哦 。 你 还 记得 
Kn 和 Cn 的 关系 吗 ? 
Kn+1 
Cn = 一 一 3 
接 下 来 就 是 用 手 运 算 的 体力 劳动 了 。 
上 _ Knt+ti 
Cn = -3 
(2n)™ 
(n+1)2+l 
这 个 式 子 的 分 母 (n 十 1)?* 革 可 以 变形 为 (nw 二 1 了):n: (wn 一 1)…1= (n+1). 














nz 的 形式 。 























P| 
和 二 
fy 
冰 
全 
ol 
本 
x 
一 
dm 
CS 
S 
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好 了 ， 这 下 我 们 算是 完成 了 一 部 分 运算 ， 求 得 了 同一 个 公式 。 我 们 终 
于 从 生成 函数 的 王国 回 到 数列 的 王国 啦 。 
于 是 ， 米 尔 嘉 露出 了 笑容 ， 说 :“ 欢 迎 你 
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瑟 
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YN 
o 

















7.5.6 ”半径 是 0 的 圆 
“我 回来 了 ! 噢 ， 与 其 说 这 个 倒 不 如 说 一 声 谢谢 。 我 说 。 


“真是 非常 有 意思 哦 ， 是 次 快乐 的 旅行 吧 。 她 立刻 竖 起 食指 。 












































































































































我 看 着 米尔 嘉 ， 想 着 她 这 个 人 真是 …… 昌 然 有 些 粗 鲁 ， 但 人 还 是 很 温 


人 










































































柔 的 ,外 表 看 上 去 很 沉着 冷静 ,内 心 其 实 很 火热 。 我 对 米尔 嘉 其 实 还 是 ……: 
































米尔 肿胀 了 下 眼睛 ， 站 起 身 来 ， 说 :“ 为 表 纪 念 ， 我 好 想 跳舞 哦 。” 


























7 ) 





lll 


(这 到 底 是 怎么 区 





由 






































F， 我 介 出 右手 ， 小 心 必 可 地 这 起 米尔 嘉 雪 





























L 山 





米尔 襄 突 然 朝 我 伸 出 无 
的 手指 ， 就 像 是 害怕 惊动 小 鸟 一 样 。 





















































( 真 暖和 。 ) 





我 们 的 手 就 这 样 牵 着 ， 缓 步 移 向 书架 前 的 宽阔 场地 。 
米尔 嘉 绕 着 我 划 圈 ， 慢 慢 地 移动 着 舞步 。 



































dl 
水 o 


又 一 步 。 
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放学 后 的 图 书 室 。 除 了 我 们 之 外 没有 其 他 人 。 









































到 书 室 里 只 听 得 到 她 那 轻 轻 的 脚步 声 。 










































































位 圆 吧 。 我 说 。 
真是 的 ， 我 到 底 在 说 些 什 么 呀 。 









































“米尔 如 ， 你 和 我 一 直 保 持 着 相同 的 距离 ， 就 是 在 圆周 上 吧 ， 算 是 单 














由 























| 


‘6 上 位 




















米尔 嘉 “ 叫 ”了 一 声 ， 停 下 舞步 ， 答 道 : 
臂 长 之 和 为 1 哦 。 说 着 ， 她 于 上 了 眼睛 。 
我 突然 想起 来 了 。 





























的 前 提 可 是 我 们 的 寻 





ee 即使 不 能 在 米尔 嘉 身边 “很 近 很 近 的 地 方 ", 但 至 少 要 在 她“ 淮 

















我 正 想 着 这 些 话 的 时 候 ， 米 尔 嘉 陷 开 
“半径 如 果 为 零 的 话 也 …… ”她 边 说 边 












































“如 果 半 径 为 零 的 话 也 要 保持 一 定 距 离 
我 ， 我 们 俩 的 眼镜 就 要 碰 到 了 。 
我 









































眼睛 。 























] 力 拉 我 到 身 i 


是 
苞 
过 
ll 
外 

I 











吗 ? ”说 着 


















































半径 即使 为 零 ， 圆 仍旧 是 圆 。 但 这 是 


























然后 我 就 ……… 我 们 就 ……… 就 这 样 沉默 






































“放学 时 间 到 了 。” 图 书 室 传 来 了 瑞 谷 老师 的 声音 。 

















， 米 尔 嘉 把 脸 斜 靠近 


什么 话 都 说 不 出 ， 米 尔 嘉 也 是 ， 什 么 都 没有 说 。 
个 特殊 的 圆 点 。 
着， 渐渐 地 靠近 脸 …… 





























Ek 


我 们 俩 的 距离 一 下 子 义 从 零 # 

















直 拉 到 

















人 手臂 长 之 和 为 止 。 





mB [SHE OB 














No. 


Date 








我 的 笔记 





> 























我 和 米尔 嘉 推导 出 通 项 公式 的 数列 (C%) 为 (1, 1, 2, 5, 14,.…)， 这 
个 数列 被 称 为 卡 塔 兰 数列 。 另 外 ， 我 考虑 的 “ 先 相 乘 后 相 加 的 形式 ”被 称 
为 卷 积 。 

将 数列 和 生成 函数 相对 应 后 ， 就 可 以 将 “ 卷 积 后 的 数列 ” 与 “和 原生 
成 函数 相 乘 后 得 到 的 函数 ” 一 一 对 应 起 来 。 也 就 是 说 ， 数 列 (an) 和 (bw) 
的 卷 积 形式 可 以 表示 为 (an) * (bn)， 也 就 形成 了 以 下 的 对 应 关系 。 





















































数列 ”今生 成 函数 
(an) ss 《ao Q1,* Qn,"*) > a(z) = > QkpTE 
k=0 
(bn) = bob bay) © bz)= SY bpzt 
二 0 


人 站 入 axrbnk) a(zx) .b(z) = 3 的 obn ) zn 


+ 




















加 





半夜 ， 我 独自 在 自己 的 房 中 兴奋 地 思考 着 这 些 对 应 关系 。 数列 王 





























中 的 “ 卷 积 ”就 是 “生成 函数 王国 ”中 的 “乘积 ”。 


真是 美妙 的 对 应 啊 ! 




















局 
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调和 数 





我 准备 回 家 了 ， 一 起 走 吗 ? 喷 ? 那 是 什么 呀 ? ” 泰 末 拉 问 道 。 


巴赫 把 音乐 的 各 个 声 部 想象 成 一 起 聊天 的 好 朋友 。 
比如 有 三 个 声 部 ， 它 们 会 偶尔 沉默 ， 

去 倾听 这 人 的 话语 ， 

同时 也 会 去 表达 自己 想 说 的 话 。 

一 一 Forkel,《 巴赫 传 》 











放学 后 ， 我 正在 校门 口 站 着 ， 泰 条 拉 走 了 过 来 。 
“原来 您 在 这 里 呀 。 刚 才 我 去 图 书 室 找 您 ， 没 找到 ， 还 在 想 怎 么 了 呢 。 





































































































3 



















































































我 把 手中 的 卡片 递 给 她 ， 她 接 过 卡片 ， 目 不 转 睛 地 看 着 。 
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泰 采 拉 是 高 中 一 年 级 的 学 生 ， 是 比 我 小 一 届 的 学 妹 。 不 知道 为 什么 ， 
她 总 是 像 小 狗 一 样 跟随 在 我 身边 。 有 时 候 她 和 我 一 起 在 图 书 室 自习 ， 成 为 
了 我 的 好 朋友 。 她 话 很 多 ， 给 人 不 够 沉稳 的 感觉 ， 但 是 她 有 时 候 也 会 很 严 
肃 认 真 ， 甚 至 认真 得 让 我 透 不 过 气 来 。 她 留 着 一 头 短发 ， 有 一 双 炯 灿 有 神 
的 大 眼睛 ， 很 是 可 爱 。 

“这 是 什么 呀 ? ” 泰 采 拉 抬 起 头 问 我 。 

“ 咽 , 是 研究 课题 。 这 个 课题 是 以 这 个 式 子 为 起 点 , 看 你 能 否 发 现 
趣 的 东西 '。” 我 说 。 
“ 嗯 ? ”她 好 像 不 太 明 白 的 样子 。 

“这 个 式 子 就 好 比 藏 着 宝藏 的 森林 一 样 , 就 看 你 是 否 能 从 中 挖掘 出 宝藏 。 
这 张 卡片 是 村 木 老师 给 我 的 ”我 说 。 

“ 挖 拨 出 宝藏 ……” 泰 采 拉 又 看 了 一 遍 我 给 她 的 卡片 。 

“ 嗯 ,也 就 是 说 以 这 张 卡片 为 出 发 点 , 自己 提出 问题 ,自己 解答 。” 我 说 。 

“原来 如 此 。 学 长 ， 那 么 这 么 说 来 你 已 经 从 这 个 数学 公式 里 发 掘 到 5 
藏 了 吗 ?” 泰 傈 拉 问 道 。 

“没有 ， 还 没 呢 。 但 是 ， 一 看 到 这 张 卡片 ， 就 明白 了 一 些 东 西 。 
公式 是 甩 w 的 定义 式 ， 右 边 的 避 吕 1 二 是 ……” 
“ 啊 一 一 ”我 还 没 说 完 ， 只 听 泰 休 拉 大 叫 起 来 ,她 的 尖 叫 声 吓 了 我 一 跳 。 
她 双手 播 住 嘴巴 ， 脸 涨 得 通红 。 

“对 …… 对 不 起 啊 。 学 长 ， 请 您 什么 都 不 要 说 哦 。 我 也 许 能 挖掘 出 “ 宝 
藏 ' 噢 。” 她 说 。 
“怎么 一 回 事 呀 ? ”我 问 道 。 

“关于 这 个 研究 课题 ， 我 说 不 定 也 能 发 现 些 什么 呢 。 因 为 关于 这 样 的 
究 我 还 从 来 没有 做 过 ， 所 以 想 尝试 做 做 看 。 我 会 努力 争取 把 “宝藏 ' 挖 
来 的 。” 她 边 说 边 做 出 用 铁 铲 挖 洞穴 的 样子 。 

“好 啊 ， 当 然 可 以 。 如 果 发 现 什么 有 趣 的 东西 的 话 ， 写 成 小 论文 拿 去 
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8.1 了 寻 择 


时 
区 
人 
DO 








给 村 木 老 师 看 就 好 了 。” 
“ 啊 ， 这 样 真是 太 恐 怖 了 。 她 一 个 劲 地 摇头 对 
样 一 如 既往 ， 活 力 十 足 。 
“那么 这 张 卡片 就 给 你 了 哦 。 明 天 到 图 书 室 听 你 说 。 你 先 自己 考 
“好 ! 我 会 努力 的 ! ” 泰 洒 拉 那 双 大 眼睛 放 着 光 ， 双 手紧 紧 握 在 一 起 
本 Si 学 长 是 我 的 i 
泰 洒 拉 看 了 看 我 身后 ， 突 然 停 下 不 说 了 ， 然 后 又 小 声 说 了 声 “ 啊 呀 ”。 
我 回头 一 看 ， 发 现 米尔 嘉 就 站 在 我 身后 。 









































不行。 她 还 是 那 
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8.1.2 ”米尔 嘉 

“证 你 久 等 了 。” 米尔 嘉 种 我 微微 一 笑 

就 这 样 ， 我 在 校门 口 被 两 个 女孩 夹攻 了 。 

米尔 嘉 是 高 中 二 年 级 的 学 生 ， 也 是 我 的 同班 同学 。 她 是 一 个 美女 ， 
着 一 头 款 逸 的 长 发 和 一 副 合 适 的 眼镜 。 她 的 数学 很 好 ， 经 常 不 征 得 我 同意 
就 随意 在 我 的 笔记 本 上 计算 ， 或 者 突然 开始 给 我 讲课 ， 完 全 不 顾 别 人 是 不 


泰 末 拉 突然 变 得 惰 张 起 来 ， 说 :“ 原 来 您 和 她 是 约 在 这 里 见面 呀 。 我 













































































































































































































































































打扰 您 了 吧 。 啊 呀 ， 真 不 好 意思 ， 我 走 了 。” 她 低下 头 ， 后 退 了 半 步 。 
虎 ER a 
米尔 问 慢 慢 地 看 了 看 泰 琳 拉 ， 又 看 了 看 我 ， 然 后 又 看 了 看 泰 杀 拉 。 她 





























睐 起 眼睛 ， 微 笑 着 柔 声 说 道 :“ 没 关系 ， 秦 条 拉 。 我 一 个 人 回去 好 了 。” 

米尔 嘉 伸 出 右手 ， 轻 轻 拍 了 拍 泰 洒 拉 的 脑袋 ， 挤 到 了 我 和 泰 洒 拉 之 间 。 
厌 条 拉 因 为 突然 被 拍 了 拍 头 ， 不 由 得 缩 了 缩 膀 子 ， 上 甩 了 肥大 眼睛 。 接 
着 ,她 的 目光 就 一 直 退 随 着 米尔 器 那 深 然 的 背影 而 去 了 。 
渐渐 离 去 的 米尔 嘉 没 有 再 回头 朝 我 这 里 看 ， 只 是 轻 轻 地 挥 了 挥 右手 ， 




























































































































































































































































































170 第 8 章 调和 数 





























就 好 像 在 跟 目 送 着 她 的 泰 沙拉 打招呼 致意 一 般 。 她 转 了 个 弯 , 便 看 不 到 她 了 。 
刚才 ， 我 一 直 忍 着 没有 叫 出 声 来 ， 因 为 米尔 瘟 踩 了 下 我 的 脚趾 ， 而 且 ， 






















































































































































































































































































“学 长 …… 下 来 我 数学 确实 很 化 。 她 说 。 


主 J 原 式 所 要 表达 的 意思 啊 。 这 个 式 子 并 没 错 哦 。 ” 










































































我 鼓励 她 。 
“可 是 学 长 ， 我 完全 不 知道 该 从 何 开始 做 起 ， 虽 然 我 想 从 中 发 现 一 些 
有趣 的 东西 ……” 她 泄气 地 说 。 
种 无 限 持续 下 去 的 式 子 总 让 人 有 种 已 经 掌握 了 的 感觉 ， 但 真 要 认 
真 分 析 时 ， 又 觉得 非常 困难 。 泰 杀 拉 ， 你 的 挑战 精神 真 的 很 令 人 佩服 哦 。 
接 下 来 的 步 又 我 们 一 起 来 完成 吧 。 

“ 啊 ， 不 好 意思 哦 ， 又 要 浪费 您 宝贵 的 时 间 了 。 她 充满 歉意 地 说 。 
“没有 ， 没 关系 的 。 我 们 一 点 点 做 吧 。” 
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8.2.1 部 分 和 与 无 穷 级 数 
























































“我 们 先 来 看 看 题目 中 的 式 子 沁 之 1 多， 这 个 式 子 中 难以 理解 的 是 co 














这 部 分 吧 。 我 说 。 


6 
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恩 ， 无 穷 大 的 数字 是 ……” 泰 条 拉 说 。 














“oo 不 是 “数字 ' ， 至 少 一 般 它 不 作为 数 
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括 co。 我 说 。 
“ 呵 ， 是 吗 ? ”她 不 敢 相 信 。 











字 来 用 。 比 如 ， 实 数 中 就 不 包 














“是 啊 。 一 看 到 总 1 计 这 个 式 子 ， 人 们 就 会 觉得 这 个 是 “k 





到 无 穷 大 , 然后 将 这 些 志 相 加 起 来 的 和 ?” 。 但 是 






































一 人 
然后 





















































和 的 极限 ， 可 以 定义 为 以 下 的 式 子 。 








“不 好 意思 ，lim 是 什么 呢 ? ”她 问 。 














, 寻找 无 穷 大 的 数 到 底 在 哪 呈 
巴 k 给 算出 来 的 方法 是 不 正确 的 。 无穷 级 数 沁 人 1 计 是 Ri1 色 部 分 








“是 limit， 也 就 是 指 极限 。 如 
一 时 半 会 儿 解 释 不 







































































增 大 的 时 候 ，an 可 能 会 变 得 越 来 越 大 ， 也 可 能 会 一 会 























还 可 能 会 变 得 趋同 于 菜 


an 趋向 的 那个 定 值 。 
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EE 值 o |[ 休 limn ;oo 



























































































































































划 。 












































恩 ， 是 挺 难 的 。 也 难怪 ， 用 日 常生 活 














果 用 数学 上 的 定义 来 解释 的 话 ， 可 能 
完 ， 那 现在 我 就 简单 说 说 。 假 设 有 数列 a0, al a2,…， 

limn co an 这 个 式 子 就 表示 当 n 非常 大 的 时 候 an 的 值 到 底 是 什么 。 将 n 
儿 变 大 一 会 儿 变 小 ， 

an 这 个 式 子 就 可 以 定义 成 
也 就 是 说 ，limn_)oo an 这 个 数学 式 表 示 了 an 所 到 达 
的 “最 终 目 的 地 ”*。 确 定 到 达 的 最 终 目的 地 称 为 收敛。 我 答 道 













































































门 还 是 用 数学 公式 来 表示 












































































































































之 后 再 思考 从 即 变 到 无 穷 大 的 极限 ， 这 才 是 正确 


! 的 语言 来 表示 确 
首先 ， 我 们 先 将 “ 
的 东西 ' 这 一 点 牢记 在 心 。 虽 说 是 被 定义 出 来 的 东西 ， 但 也 六 
于 觉 就 能 理解 的 。 我 们 不 应 该 直接 求 无 穷 级 数 的 数字 ,1 





2 真是 好 难 啊 。 但 是 关于 n 变 得 很 大 很 大 的 时 候 an 到 底 会 怎样 














实 很 难 ， 











最 终 目 的 地 是 被 
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E 义 出 











-> 








ls 


定 是 
































[应 该 考虑 部 分 和 
的 方法 。” 


寺 E 
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“对 …… 对 不 起 。 我 不 太 明 白 无 穷 级 数 和 部 分 和 的 区 别 ……” 她 打 断 
我 的 话 问 道 。 
这 就 是 无 穷 级 数 ， 也 可 以 称 为 级 数 。” 


















































》 (使 用 了 大 的 式 子 ) 








“而 这 个 就 是 部 分 和 。 











[9 
过 
一 
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用 了 天 的 式 子 ) 

















“你 能 发 现 它们 的 区 别 吗 ? ” 我 间 她 。 
“ 咽 ， 个 是 oo, 一 个 是 n。 但是， 因为 nn 是 个 变量 ,而 co 也 是 吧 
这 样 一 来 不 就 是 相同 了 吗 ?” 她 疑惑 不 解 。 

“不 是 啊 ， 这 可 有 很 大 的 不 同 。 的 确 , n 虽然 是 个 变量 ， 但 它 表示 在 
限 大 的 数字 。 而 oo 不 是 数字 ， 不 能 代入 mn。 将 理解 为 是 有 限 大 的 数字 ， 
就 意味 着 交 中 有 有 限 个 项 。 也 就 是 说 ,计算 结果 肯定 是 能 够 求 得 的 。 但 是 ， 
锭 和 这 样 有 无 限 个 项 相 加 的 式 子 的 话 ， 就 不 一 定 能 求 得 计算 结果 了 。 刚 
才 我 稍稍 提 到 过 “ 变 得 越 来 越 大 ” 和 “一会儿 变 大 一 会 儿 变 小 ' 等 状况 ， 那 
情况 下 要 到 达 的 最 终 目的 地 是 无 法 确定 的 吧 。 不 确定 的 数值 是 不 能 被 当 
攻 数字 来 处 理 的 。 不 能 确定 要 到 达 的 最 终 目 的 地 称 为 发 散 。 所 以 在 处 理 无 
眼 个 项 的 时 候 ， 会 碰 到 这 种 比较 危险 的 状况 。” 
“是 的 …… 我 知道 了 ， 我 们 在 处 理 无 限时 要 格外 小 心 。 是 叫 发 散 吧 ， 
旦 和 无 限 有 牵连 ， 即 使 写 出 了 数学 公式 也 可 能 无 法 确定 具体 数值 吧 。 
泰 采 拉 说 。 
“ 接 下 来 是 写法 上 需要 注意 的 地 方 。 下 面 两 个 式 子 中 出 现 了 和 省略 号 (.….)， 
表示 无 限 的 .…. 是 式 (1 ) 和 式 ( 2 ) 中 的 哪个 呢 ? ”我 问 道 。 
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“表示 无 限 的 .… 是 不 是 第 (2 ) 个 式 子 呢 ?” 泰 条 拉 不 确定 地 问 。 
“ 正 是 。 式 (1) 主 十 雪 十 寺 十 … 十 去 中 出 现 的 … 并 不 是 表示 无 限 
的 .…。 这 里 只 是 因为 地 方 不 够 写 不 下 了 , 才 用 … 来 表示 的 。 这 个 式 
子 只 表示 有 限 个 项 ， 必 定 有 一 个 确定 的 数值 ， 这 并 不 可 怕 。 但 是 式 (2) 
十 寺 十 … 中 出 现 的 .… 表示 无 限 。 这 个 式 子 中 隐藏 着 lim， 也 就 暗 
示 着 “有 可 能 会 有 不 确定 的 数值 。 有 限 项 的 … 和 无 限 项 的 .… 意思 完全 
不 相同 ， 可 要 注意 了 哦 。 我 提醒 道 。 
“原来 即使 看 上 去 相同 的 .… 意思 也 不 同 啊 ! ” 泰 杀 拉 感 叹 道 。 


















































































































































































































































































































































8.2.2 从 理所当然 的 地 方 开始 

“啊呀 ， 我 们 又 陷入 无 限 这 个 话题 了 。 在 求 无 穷 级 数 之 前 ， 首 先 必 须 
习惯 计算 有 限 项 的 和 。 为 了 习惯 ， 我 们 把 n 为 1,2,3,4,5 的 情况 分 别 
代入 式 子 计算 一 下 看 看 。” 我 说 。 
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我 又 说 道 : 




















直 , mn 的 作 


























这 就 是 Hn 


“那么 接 下 3 
是 关键, 所 以 就 要 先 关注 
定义 式 了 。” 





我 们 下 
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折 以 ， 
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了 名 字 。” 

















来 ， 我 们 曾 


“ 那 为 什么 要 忆 
“因为 卡片 上 写 着 五。， 所 以 我 将 其 部 分 和 写成 了 五 "。 我 解释 道 。 
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对 了 ， 写 成 Hn 的 话 ， 
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来 表示 虚数 





约束 变 生 


























因为 n 在 这 里 代表 别 





























的话， 式 了 











“没关系 的 。 














和 什么 不 情 





的 地 方 就 问 ， 


思 ， 我 刚才 打 断 








了 您 的 话 

















那 竹 


好 啊 。 


Ho 








思 就 变 得 很 奇怪 了 。 
”她 表示 歉 ; 


























这 六 
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我 们 俩 
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8.2.3 命题 
那么 , 我 们 来 列举 一 下 根据 HH,, = > _; 去 所 能 得 到 的 信息 。 正 所 谓 “ 举 
例 是 理解 的 试金石 ” 嘛 ! 下 面 的 这 种 说 法 是 正确 的 吗 ? ”我 问 道 。 
如 果 n=1， 则 Hai.1o 
“ 嘎 ， 正 确 啊 。 因 为 Hi 等 于 1, 但 是 这 不 是 理所当然 的 吗 ? 噢 ， 
我 知道 了 ,，“ 我 们 要 从 理所当然 的 地 方 开始 思考 问题 '。” 泰 打 拉 说 。 
“对 啊 对 啊 ， 你 记得 很 牢 嘛 。 那 么 ， 下 面 的 这 种 说 法 是 否 成 立 呢 ?” 我 
又 问 。 
对 于 所 有 的 正 整数 72， 万 都 大 于 0o。 
“ 嗯 ， 成立 啊 。” 她 管道 。 
“ 像 这 样 可 以 判断 是 否 成 立 的 数学 论题 就 称 为 命题 。 命 题 可 以 用 文字 
表述 ,也 可 以 用 数学 公式 来 表示 。 那 么 ,下面 这 个 命题 是 否 成 立 呢 ? ”我 问 。 
对 于 所 有 的 正 整数 n， 当 n 增 大 时 ， 五 ;, 也 随 之 增 大 。 
蚌 …… 是 成 立 的 吧 。 逐渐 增 大 就 意味 着 加 上 去 的 数字 越 来 越 多 吧 。 
“对 对 对 ， 如 果 正 数 相 加 的 话 就 会 变 大 吧 。' 当 nn 增 大 时 ，H 也 随 之 
增 大 ” 这 个 命题 用 数学 公式 来 表示 的 话 也 是 可 以 的 。 用 数学 式 子 表示 会 显 
得 更 严密 。 我 说 。 





大 ', “Hn < Hnt1 这 种 说 法 更 加 严密 。 严 密 …… 咽 
在 泰 条 拉 思 考 的 时 候 ， 我 


对 于 所 有 的 正 整 数 nN, Hn,<H 十 lo 








6 的 确 














， 这 个 命题 是 成 立 的 。 














下， 
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卫 鞭 其 地 等 着 。 





“ 当 n 增 大 时 ，Hi 也 随 之 
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。 泰 休 拉 隐 入 了 沉思 。 
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“| 阿 ， 我 明白 了 。 这 就 是 “ 增 大 ’ 这 个 动作 性 的 表现 方式 与 使 用 不 等 号 
来 表示 “大 这 个 叙述 性 的 表现 方式 的 差别 吧 。 就 好 比 英语 中 一 般 动词 和 





be 动词 的 差别 。” 她 说 首 
“ 啊 ?” 听 了 秦 末 拉 的 话 ， 
般 动词 ” 和 “be 动词 ” 















































几何 


时， 村 木 老师 





























式 把 握 数列 的 


“ps [2 je 
学 长 ， 您 


END 





各 本 























其 实 我 只 是 想 说 “ 








页 加 | 的 关系 rare 


人 展 尹 


么 了 ? ” 泰 洒 拉 问 。 


我 有 点 
啊 ， 原 来 如 此 ， 可 能 确实 是 这 样 。 兽 
多 像 观察 数列 的 变化 








Z 尺 。“ 增 大 ”和 “大 ”的 区 别 ?“ 一 



































cat 

















况 和 通过 关系 


























































































































“没什么 ， 听 你 这 么 一 说 ,我 刚才 在 想 ， 原来 还 有 你 这 样 的 想法 啊 。 
比 起 日 常生 活 中 的 语言 ， 用 数学 式 子 来 表示 显得 更 严密 ” 
泰 条 拉 你 究竟 是 什么 人 呀 ?” 我 说 道 。 





罢了 。 话 虽 如 此 ， 











“ 呵 ?” 什 么 意 ) 


“没什么 。 我 


对 于 所 有 的 正 整数 n，H41 一 Hn 一 





nn 因 









































思 ? ” 泰 洒 拉 突 然 明 














大 眼睛 ， 人 下 了 至 


























me 
ES 




















门 继续 往 下 看 。 下 面 这 个 命题 是 否 成 立 呢 ? ”我 问 。 
一 工 成 立 。( ? ) 
72 
我 们 将 厂 , 定义 为 分 数 的 和 ， 所 以 前 后 两 个 数字 相 






























































减 结果 得 到 分 数 也 是 理所当然 的 。” 
“很 可 异 ， 这 次 错 了 。 万 n+1 一 Hn = 工 
不 正确 。 分 母 不 该 是 n， 如 

















对 于 所 有 的 正 整数 Nn, 五 ”+1 Bis 2 


“ 呈 ? 奇怪 了 。 啊 ， 这 样 啊 。 学 长 ， 您 给 我 陷 B 























RAE N+ 





泰 洒 拉 吐 咬 咕 咕 地 抱怨 。 





1 的 话 就 成 立 了 。” 
1 
nn 二 1 


























“对 不 起 对 不 起 。1 









































说 道 。 


“虽说 如 此 … 





好 不 


是 ， 你 不 仔细 确 








认 就 下 结论 ， 



































地 扳 起 了 小 


下。 


这 个 式 子 不 成 立 。 厂 


























成 立 。 








让 我 跷 ， 真 过 分 啊 。” 




















这 样 可 不 行 哦 ”我 
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“对 了 ，Hn+1 一 Hn 应 该 是 什么 , 这 个 从 Hn 的 定义 式 
你 做 做 看 。 我 说 。 








1 就 能 求 出 来 了 。 








“好 的 ， 晒 …… ” 泰 打 拉 开 始 算 起 来 。 
Hun- Hn= 2 一 
=1 有 ET 
































并 
[se] 





二 LI 1 Ll 1 l 1l, , 1 
3 1 } nn n+l 1 L DD " L 


好 了 ， 完 成 了 。 接 下 来 再 将 各 项 的 顺序 调整 一 下 。 









































这 下 好 了 吧 ， 学 长 





























“ 嗯 ， 做 得 不 错 。 泰 条 拉 你 从 中 发 现 了 什么 命题 吗 ?” 我 间 首 
“器 …… 天 为 出 现 了 Hn41 万 ， 那么 这 个 命题 局 
















































































对 于 所 有 的 正 整数 n， 当 n 增 大 时 ， 厂 ,1 一 大 的 值 变 小 。 
































“厉害 厉害 。 不 错 ， 如 果 用 数学 式 子 3 
“是 这 样 吧 。 她 说 。 




















表示 的 话 是 什么 样 呢 ? ” 我 问 道 


三 局 6] 























Wi 





对 于 所 有 的 正 整 数 nN, Hnt1 一 万” p> Hn+2 i Hnt1 成 立 。 
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E 是 如 此 。 非 常 好 。 我 赞许 道 。 















































二， 也， 3， ”9 相 加 下 去 的 数字 在 
数学 公式 来 表现 这 种 “ 变 小 ” 的 情况 的 吧 。” 她 订 
8.2.4 对 于 所 有 的 ……: 


“ 泰 条 拉 ， 像 这 样 把 

















数学 公式 写 出 3 


FE 逐渐 “ 变 小 " ， 这 























里 就 是 











3“ 人 小" 这 个 





站 充 道 。 























可 是 很 




















































































































































































































































































































重要 的 哦 。 即 使 是 理 所 当 
然 的 内 容 也 没关系 ， 先 把 它们 都 写 下 来 看 看 。 这 就 是 练习 使 用 数学 公式 来 
表达 的 好 方法 噢 。 我 说 。 

“ 咖 。 我 想起 来 了 ， 学 长 以 前 也 说 过 “要 把 数学 公式 像 揉 捍 黏 二 一 样 
玩弄 '。” 泰 条 拉 一 边 说 着 “玩弄 ”, 一 边 用 手 摆弄 起 揉 担 条 十 的 动作 ，“ 啊 …… 
但 是 “对 于 所 有 正 整 数 n” 这 部 分 不 是 数学 公式 吧 ? ”她 又 问 道 。 

“ 嗯 ,不 是 。 但 是 如 果 将 正 整 数 的 集合 用 N 来 表示 的 话 ， 就 可 以 用 这 
样 的 数学 公式 来 表达 。 




















vnEeN Hr Hl > Hnt2 i Hp 





文 个 数学 公式 怎么 读 啊 ? ”她 问 。 





“‘yneN...’ 可 











所 有 的 正 整 数 n 都 …: 

















[9 






















































































… 或 者 “对 于 任意 ] 

Al 这 个 单词 中 的 A 倒 过 来 写 。 我 答 道 。 
“N 和 普通 的 N 有 所 不 同 吧 。” 她 说 。 
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成 N 就 是 为 了 表 酉 





























实 不 一 样 。 如 果 写 成 N 的 








Ai 
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， 给 人 的 感觉 像 是 普通 











过 来 就 是 “对 于 


”器 


Lo 








v 就 是 将 




































































































































































的 数字 。 而 写 
<%“ 这 不 是 数字 ， 而 是 集合 " 。 我 说 。 
“e 这 个 符号 又 表示 什么 呢 ?” 泰 条 拉 问 。 
“e 这 个 符号 其 实 是 利用 了 元 素 € 集合 这 个 形式 ， 表示“ 这 是 集合 中 
的 元 素 " 。 写 成 Yn € N.… 这 个 形式 的 话 ， 就 表示 “无 论 从 集合 N 中 选择 
哪个 元 泰 n 都 ……” 的 意思 。 我 回答 。 
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“就 是 说 无 论 选 择 哪 个 数字 都 可 以 吧 ! 学 长 ， 不 知道 为 什么 ， 我 觉得 
这 像 是 在 用 数学 语言 写作 文 似 的 。 这 不 叫 英 语 作 文 ， 叫 数学 作文 吧 ? ”每 
采 拉 笑 着 说 。 
“数学 作文 …… 确 实 ， 数 学 也 有 这 一 方面 的 功能 吧 。 用 数学 公式 来 
示 的 话 ， 经 常 能 大 大 精简 语言 。 所 以 ， 在 解读 写 有 数学 公式 的 地 方 时 ， 我 
们 还 是 慢 慢 地 来 比较 好 。” 我 说 。 

“数学 公式 就 像 浓缩 果 半 一 样 吧 。 一 口气 喝 下 不 妥 吧 ? ”她 问 。 

“好 了 ， 我 们 把 数学 式 子 HH 一 个 一 个 地 写 出 来 看 看 。” 
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1 
se 
0 
了 
Hs=3+3+3+i+ 


“ 按 硕 序 观察 这 些 式 子 ， 我 们 来 关注 一 下 变量 ， 也 就 是 Hn41 一 Hn 这 











1 
的 
3 
0 
3 
He— Hs=$ 











“就 像 这 样 ，Hn41 一 到 ,的 数值 在 逐渐 变 小 。 正 如 泰 休 拉 你 刚才 所 说 
的 那样 ”我 说 。 
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“ 嗯 。 泰 淋 拉 应 声 道 。 

“虽然 Hi, H2, H3, Ha, 万 5 这些 数 本 身 是 逐渐 增 大 的 , 但 是 它们 “ 增 
大 的 部 分 '"， 也 就 是 “增加 的 数量 ” 是 逐渐 变 小 的 。 渐 渐 地 ， 这 些 数字 就 只 
是 增 大 一 点 点 ， 于 是 ……: 

我 还 没 说 完 ， 泰 末 拉 就 抢 着 说 道 :“ 啊 ， 请 等 一 下 。 那 个 “增加 的 数量 
逐渐 变 小 ” 这 个 说 法 就 可 以 用 我 刚才 所 写 的 数学 公式 来 表示 吧 。 咽 :……. 就 
是 这 个 。” 

对 于 所 有 的 正 整 数 n，H 41 一 Hn > Hn42 一 Hn+41 成 立 。 

“对 对 ， 正 是 如 此 。 增 加 的 数量 逐渐 变 小 这 一 说 法 有 点 模棱两可 ， 如 
果 像 这 样 用 数学 公式 来 表达 的 话 ， 意 思 就 清晰 明朗 了 。 也 就 是 说 ， 让 人 更 
容易 理解 了 。 也 有 人 可 能 会 认为 数学 公式 很 复杂 ， 让 人 难以 理解 ， 但 是 如 
果 不 用 数学 公式 来 表达 ， 反 而 变 得 让 人 更 加 难以 理解 。 数 学 公式 就 是 语言 。 
如 果 能 够 很 好 地 利用 的 话 ， 不 仅 能 帮助 自己 理解 ， 还 能 帮助 自己 把 自己 想 
说 的 话 表达 出 来 。” 我 说 。 

“ 虽 。 那 么 , 我 们 将 现在 的 命题 用 数学 公式 来 写 写 看 …… 这 样 可 以 吗 ?” 
她 同道 。 

Vvm E Hi 一 Hn > Hy 一 Hyaki 

“ 嗯 ， 很 不 错 哦 。 正 是 如 此 。 ”我 赞许 她 道 。 

听 了 我 的 赞美 ， 泰 沙拉 看 上 去 很 高 兴 。 

8.2.5 存在 …… 

“好 了 ， 我 们 逐渐 可 以 看 出 问题 了 。 这 是 最 初 的 宝藏 。 我 说 。 

“什么 呢 ?” 泰 条 拉 不 解 。 

“到 目前 为 止 ， 我们 把 厂 , 定义 为 总 ?_1 计 。 如 果 n 逐渐 变 大 的 话 ， 那 
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么 Hn 本身 也 逐渐 增 大 。 但 是 ，Hi 增加 的 数量 却 在 逐渐 变 小 。 那 么 ,只 
要 nn 不 断 增 大 的 话 ，H 就 会 一 直 增 大 下 去 吗 ? 还 是 说 ， 即 使 n 变 得 很 大 
很 大 ，Hi 也 不 会 比 某 一 个 特定 数字 大 ? ”我 提问 道 。 

“这 个 间 题 也 就 是 说 ， 下 面 的 式 子 是 一 直 增 大 下 去 呢 ， 还 是 大 到 一 定 


程度 就 停止 了 呢 。 对 吧 ? ” 泰 打 拉 用 手 撑 着 头 ， 问 道 。 









































































































































































































































“ 嗯 ， 是 的 。 从 那 张 纸 片 中 可 以 非常 自然 地 想到 这 个 问题 。 也 就 是 说 ， 
我 们 要 研究 它 是 发 散 还 是 收敛 。 我 们 用 数学 公式 来 表达 。” 







































































问题 8-1 
如 果 将 实数 的 集合 用 及 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 N 来 表示 ， 那 么 下 
下 的 式 子 是 否 成 立 呢 ? 
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vwMeR meN M<>， 
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“这 是 日 语 片 假名 己 吗 ? ” 泰 淋 拉 指 着 式 子 中 的 一 个 符号 问 。 

“不 是 哦 , 3 是 把 Exists 中 的 卫 倒 过 来 写 的 符号 。 我 回答 说 。 

表示 “存在 的 意思 吗 ?” 也 就 表示 “For all M in R, n exists in 

N.… ”的 意思 吧 ?” 泰 打 拉 说 道 。 
“ 泰 淋 拉 你 英语 发 音 真 标准 啊 。 既 可 以 说 是 “m exists" ， 也 可 以 说 是 

“there exists n”。 再 补充 上 such that 的 话 ， 更 容易 让 人 理解 。 































































































































































































For all M in R, there exists mn in N such that M< Ori i 





























语言 来 表达 的 话 该 怎么 说 呢 ?” 泰 条 拉 问 我 。 
语言 来 表达 的 话 ， 可 以 这 样 说 。” 我 回答 。 


fu 


en, | 
JI 信 ， 如 


“如 果 一 定 
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对 于 任意 实数 M， 存 在 正 整 数 n 使 式 子 M < >)?_1 计 成 立 。 





























“虽然 很 复杂 …… 但 不 管 怎 么 样 ， 我 还 是 明白 了 。” 泰 茶 拉 说 。 







































































: 面 (a) 和 (b) 两 个 数学 公式 表达 的 是 两 种 完全 不 同 的 意思 ， 你 知道 
吗 ?" 我 在 笔记 本 上 写 下 两 个 数学 公式 。 


















































1 
MeR meN M = 
VM < m E “2 (a) 


neN vMeR M<y (b) 






















































































k=1 
“这 两 个 式 子 有 点 长 ,为 了 让 你 更 容易 理解 ,我 加 上 括号 给 你 看 看 吧 。” 


























我 边 说 边 加 上 括号 和 人 解说。 











vM €R 





dneEN 





um < (a) 


k=1 





n 的 约束 范围 











AM 的 约束 范围 


(b) 


RM 的 约束 范围 
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Mm 
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we 
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Mm 
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ee] 
Cod 请 














n 的 约束 范围 













































































“如 果 用 英语 来 表示 的 话 ……” 我 又 接着 写 道 。 








For all M in R, there exists mn in N such that M< ri. (a) 


There exists n in N, such that for al Min R M<57_ i. (b) 


























泰 休 拉 口 中 轻 轻 反复 念 着 这 上段 瑞 语 ， 考 虑 了 片刻 。 
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“ 式 (a ) 秆 
数学 公式 来 表达 的 话 ， 
上 。 我 说 道 
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主张 是 式 (a)， 能 理解 吗 ? ”我 说 。 
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H 式 b ) 意思 上 的 不 同 是 很 难 
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那 你 认为 是 人 
， 这 个 数字 是 不 是 很 大 啊 ? 
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? ”我 反 i 


可 道 。 
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泰 洲 拉 


可 以 说 刀 ， 
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蕊 们 的 区 别 关 
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这 种 感觉 吧 。 与 其 说 是 ， 
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| 像 例题 8-1 
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这 个 表达 方法 也 更 清 
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那么 就 不 能 说 Hn 是 
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虽然 我 们 绕 了 个 大 
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囚 了 吧 ? ”我 说 道 


图 了 9 但 是 意思 总 算是 表达 :| 
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的 词汇 





增 大 了 
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吧 。 但 是 ,多亏 听 了 学 长 的 i 
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解 , 不 知 怎么 的 ， 
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“你 也 很 努力 啊 ， 泰 条 拉 。 今 天 就 说 到 这 里 吧 。 快 到 图 书 管理 员 瑞 谷 
老师 出 现 的 时 候 了 。 明 天 放学 后 我 们 再 一 起 打 宝箱 的 盒子 吧 。 我 提 























































































































“好 的 ! 学 长 ， 我 …… 我 很 开心 ! ” 泰 琳 拉 说 。 
“ 喝 ， 是 啊 ， 数 学 是 很 有 意思 的 哦 。 使 用 数学 公式 这 个 新 型 语言 ， 可 
以 让 表达 不 再 模棱两可 ， 还 可 以 整理 思路 。 
“ 嗯 ， 特别 是 我 和 学 长 一 起 …… 央 ， 是 啊 ， 是 这 样 的 。 明 天 也 请 多 多 
关照 哩 1” 她 说 。 













































































































































































8.3 螺旋 式 楼 梯 的 音乐 教室 

















第 二 天 午休 时 间 ， 在 音乐 教室 。 
经 过 音乐 教室 的 学 生 们 都 被 里 面 传 出 的 钢琴 声 所 吸引 ， 朝 里 张望 。 
两 个 美女 在 三 角钢 琴 旁 四 手 连 弹 。 
一 个 美女 是 才女 米尔 嘉 ， 还 有 一 个 是 喜欢 琴键 的 美女 盘 剧 ， 她 是 钢琴 
爱好 者 协会 “最 强 音 ”的 会 长 。 她 现在 也 是 高 中 二 年 级 ， 虽 然 和 我 是 一 个 
FE 级 的 ， 但 是 与 我 和 米尔 嘉 不 在 一 个 班 。 
米尔 嘉和 和 盈盈 一 起 弹 奏 着 以 上 升 音阶 为 基调 的 变奏 曲 。 两 个 人 的 呼 
吸 节奏 协调 ,一 同 快速 弹 奏 了 好 几 遍 相似 的 音乐 段子 ， 每 重复 一 遍 音 阶 
就 上 升 一 次 。 号 ? 我 觉得 这 样 下 去 要 超过 钢琴 的 音域 了 .…… 但 那 是 不 可 
汰 意识 到 这 点 的 时 候 ， 不 知 不 觉 中 音调 已 经 开始 下 降 了 。 
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尼 
议 的 感觉 一 一 朝 无 限 阶梯 向 上 让 的 感觉 。 如 果 有 很 大 的 翅膀 ， 那 么 可 上 L 
得 很 高 ， 但 是 现在 只 能 螺旋 式 地 一 步 一 步 往 上 攀登 ， 真是 令 人 


急 不 可 待 啊 ! 无 限 上 升 的 无 限 音阶 ， 永远 都 在 变奏 的 音乐 。 她 们 能 弹 奏 
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这 样 的 钢琴 曲 真是 令 人 吃惊 啊 ! 

从 我 站 立 的 位 置 ， 能 人 够 清楚 地 看 到 米尔 嘉 那 灵 活 修长 的 手指 ( 那 温 暖 
的 手指 )。 嗯 ， 这 人 么 一 看 确实 能 发 现 手 回 到 左边 的 低音 部 时 需要 一 定 的 时 
间 间 隔 。 但 是 ， 我 只 听 到 音阶 在 逐步 上 升 。 
| 终 ， 音 乐 声 渐渐 变 弱 ， 然 后 就 消失 了 ， 大 家 发 出 了 雷鸣 般 的 掌声 和 
欢呼 。 米 尔 嘉和 和 盈 鼻 站 起 身 ， 向 大 家 行礼 致谢 。 
“有 趣 吗 ? ”米尔 嘉 问 我 。 




























































































































































































































































































































































































“真是 不 可 思议 啊 ! 虽然 钢琴 的 键盘 是 有 限 的 ， 但 是 它 弹 奏 出 的 曲子 
却 给 人 无 限 上 升 的 感觉 。 
“这 就 好 比 旨 着 正 的 无 穷 大 发 散 下 去 ， 很 有 趣 。 昌 然 有 限 和 发 散 是 矛 





















































盾 的 两 个 概念 。 米尔 嘉 坏 坏 地 笑 了 。 
“你 使 用 了 差 八 度 的 音阶 吧 ? ”我 问 。 
“ 嗯 ,是 的 。 我 将 差 八 度 的 几 个 音 平行 提升 , 这样 一 来 , 音调 是 升 高 了 ， 
但 是 音量 却 变 小 了 。 妆 琴 声 在 高 音阶 的 地 方 消失 时 ， 我 用 很 轻 的 音量 弹 3 
起 低音 部 分 。 中 音 的 区 域 也 就 是 音量 最 大 的 地 方 。 这 样 一 来 ， 人 的 耳 采 就 
会 被 琴 声 所 欺骗 了 ， 认 为 那 音调 是 在 无 限 上 升 。 一 个 人 弹 总 会 有 极限 ,但 
我 们 是 两 个 人 在 四 手 联 弹 。” 米 尔 高 说 。 
“把 我 们 的 老 底 都 说 出 来 那 可 不 行 啊 。” 盔 鳃 走 过 来 说 ,， “我 们 作 
是 很 难 的 。 如 果 是 单纯 的 音阶 岂 不 是 很 无 聊 吗 ? 我 们 增 快 弹 奏 的 速度 是 为 
了 不 让 听众 觉得 厌烦 。 虽 说 如 此 ， 不 把 曲子 简化 ， 就 不 能 觉察 到 曲子 的 不 
可 思议 。 真 是 难 啊 ! 真是 多 亏 米尔 嘉 的 手指 灵活 啊 ， 真 是 帮 了 大 忙 了 。 
“是 啊 。 下 次 我 们 希望 能 够 弹 莫 比 乌 斯 带 状 的 和 声 。 米尔 嘉 微笑 着 说 。 
“这 是 什么 样 的 曲子 啊 ! 算 了 ， 我 们 以 后 再 玩 哦 。” 僵 僵 苦 笑 着 ， 回 到 
了 自己 的 教室 。 
米尔 亮 一 边 用 食指 划 着 圈 ， 一 边 哼 着 小 j 
很 好 的 样子 。 
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， 和 我 一 起 朝 教室 走 ， 心 情 
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的 位 子 。 





午休 过 半 ， 米尔 嘉 





边 吐 着 代 禁 午饭 的 奇 巧 巧克力 ， 一 边 坐 到 我 前 面 









































“村 木 老 师 的 这 个 ,你 看 到 了 吗 ?” 米 尔 璐 边 说 边 在 我 面前 放 了 张 卡片 。 














米尔 嘉 还 没 等 











我 回答 就 开始 说 起 3 















































“虽说 是 要 研究 6(1)， 但 是 5(1) 本 











证 明 它 也 是 很 快 就 












































我 听 着 米尔 癌 





开机 关 枪 式 的 ; 














这 次 给 了 米尔 嘉 一 
时 代 最 前 端的 数学 


符 的 难 解 的 课题 啊 


























张 和 我 不 同 的 卡 
本题 相 联系 的 。 
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td 穷 大 发 散 而 有 名 ， 









































能 完成 的 。 我 觉得 芝 的 式 子 ， 于 是 就 


想到 了 这 些 。 首 先 : 




















来 是 这 样 啊 ， 老师 
阿 。5 函数 我 也 听 说 过 ， 它 应 该 是 与 


大 速 解说 ， 心 想 : 
































来 如 些 ， 这 才 是 与 才 




















这 么 说 来 ， 泰 条 拉 已 经 解 出 昨 7 


吃 的 女孩 到 底 是 什么 人 呀 














力 敏 锐 。 虽然 连 她 



































杀 拉 ， 那 个 做 事 急 





女 米 尔 喜 实力 相 


























也 
? 我 认为 妇 不 是 很 擅长 数学 ,但 是 她 观察 


己 本 人 都 没 发 现 这 一 点 长 处 。 




















最 初 我 在 教 泰 洲 拉 数 学 的 时 候 总 是 站 在 指 与 































































































的 思路 也 感觉 像 是 被 重新 整理 了 一 志 


必 反 与 她 交谈 。 但 





















































E 点 不 同 fa 在 入 























不 知道 为 什么 ,我 
































E 说 ， 泰 条 拉 在 听 ， 
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像 这 样 来 来 回回 几 次 ， 我 觉得 我 们 在 一 步 一 个 合 阶地 向 上 攀登 。 现 在 是 泰 
采 拉 在 说 ， 我 在 听 ， 哈 哈 ， 有 点 像 推 导 公 式 的 感觉 呢 。 一 点 一 点 逐步 变化 


下 去 ， 然 后 再 一 步 一 步 验证 。 而 且 我 还 能 看 到 泰信 拉 睁 着 大 眼睛 认真 的 表 
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完了 ， 我 刚才 一 直 在 开小差 ， 没 有 听见 她 说 什么 …… 这 下 惨 了 。 


































































































米尔 喜 就 这 样 一 言 不 发 地 站 起 身 ， 回 到 自己 的 座位 上 ， 再 也 没有 朝 我 















































演 
In 


攻 人 人 o 


真是 令 人 扫兴 啊 。 
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今天 是 图 书 室 整理 图 书 的 日 子 ， 所 以 不 能 去 图 书 室 自修 。 于 是 ， 我 和 
泰 条 拉 决 定 去 教学 辅 楼 的 休息 室 “ 神 乐 ”继续 计算 。 我 们 占 了 角落 里 的 位 子 。 
“打扰 了 。” 泰 打 拉 朝 我 蔡 敬 地 闽 了 一 躬 ， 坐 到 了 我 身边 。 她 来 晚 了 一 
会 儿 ， 但 身上 的 香味 依旧 。 不 知 什么 地 方 有 人 在 练习 着 长 笛 的 二 如 

我 沉默 着 开始 写 起 了 数学 公式 ， 是 昨天 问题 的 解答 。 
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问题 8-1 
如 果 将 实数 的 集合 用 恨 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 N 来 表示 ， 那 么 下 


本 的 式 子 是 否 成 立 呢 ? 
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泰 杀 拉 在 旁边 看 我 写 。 
| 
人 
大 一 
| 1 1 l,l 
Tr 7 
_1 ly /1 1Y /1 1 1 1 
et 2/ \3 4/ \5 6 7 8 
二 一 一 一 一 
1 个 2 个 4 个 
这 十 Se 十 Pe 
和 2 4 4 8 8 8 8 
1 1 1 1 
三 二 十 | 二 X1I = ~ x4 
i+ (3x1) + (3*2)+ (> 
ee ee | 
1 区 2 
3 
| i 
+ 
“好 , 先 到 这 里 , 我 们 葡 口 气 。 算 到 中 途 要 变形 成 不 等 式 , 这 个 你 知 首 






























































为 了 方便 一 般 化 的 变 


























， 不 用 算 到 最 后 ， 算 到 1 十 3 即 可 。 现 在 我 人 





















































考虑 了 Hs 的 结果 ， 如 
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计算 Hi, H2, Ha, Hs, Hi6,.* ， 就 会 是 这 样 哦 
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“将 它们 进行 一 般 化 变形 并 不 难 。 假 设 m 是 大 于 等 于 0 的 整数 ， 以 下 
式 子 成 立 。” 






































“但 是 ， 这 个 是 不 等 式 吧 。 如 果 不 是 等 式 的 话 ， 就 无 法 准确 地 求 出 
Ho2m 的 值 吧 。 泰 傈 拉 问 道 。 
“我 们 现在 的 目的 不 是 准确 求 出 #2m 的 值 ， 而 是 弄 清 H2m 究竟 可 以 变 
大 到 什么 程度 。 上 式 中 的 m 如 果 很 大 的 话 , 情况 会 变 得 如 何 呢 ? 你 想 想 看 。 
突然 ， 泰 条 拉 兴 奋 地 说 :“ 啊 ! 我 知道 了 ， 我 知道 了 ! 会 一 直 无 限 变 
大 下 去 ! 如 果 浆 变 大 的 话 ，1 十 全 会 一 直 无 限 变 大 下 去 ! 所 以 ， 嗯 ， 考 
处 到 不 等 号 的 因素 ， 如果 m 无 限 变 大 的 话 ， 那 么 H2m 也 会 一 直 无 限 变 大 
下 去 全 
“ 嗯 ， 不 要 激动 。 我 们 从 问题 这 里 出 发 一 步 一 步 做 做 看 。 思 考 一 下 当 
我 们 得 到 M 的 时 候 能 够 使 M < 2?_] 二 成 立 的 n 是 什么 。” 我 说 。 
“ 嗯 ， 我 已 经 知道 了 。 对 于 无 论 多 大 的 数 M， 将 m 扩大 到 很 大 的 话 ， 
就 能 够 找到 使 

























































































































































































































































































































































































































































































M<1+ 字 























成 立 的 m。 比 如 ， 只 要 取 m 为 大 于 等 于 2M 的 整数 就 可 以 了 。 如 果 找 到 了 J 
m 的话 ， 接 下 来 就 可 以 求 n = 2” 了 。 也 就 是 说 ， 利 用 m 来 求 %n， 这 个 n 也 
就 是 所 要 求 的 n。” 她 说 。 



































“是 啊 ， 所 以 昨天 问题 8-1 的 解答 是 ……” 
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解答 8-1 


调和 数 
































如 果 将 实数 的 集 



































起 双手 说 。 
“ 咽 ， 这 样 我 们 前 
“真是 不 可 思议 
就 可 以 推出 瑟 2” 基 
到 此 为 止 没 有 什么 问 
和 Dk-1 充 却 可 bb 











面 的 式 子 成 立 。 








] 民 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 来 表示 ， 那 么 下 






































“这 样 啊 ， 





不 等 式 表 示 是 可 以 的 唆 。 即 使 不 求 出 准确 的 数值 ， 也 可 




































































以 从 小 的 数值 开始 逼近 准 





直 ……” 泰 打 拉 像 在 做 排球 的 托 球 姿势 那样 举 























































































































1 了 一 块 3 





E 物 。 2k_1 直 可 以 无 限 变 大 下 去 。 我 说 。 









































啊 ， 学 长 。 有 了 1 十 宇 这 个 逐渐 变 大 的 数字 ,一 下 子 
直 。 为 了 逼近 准确 的 数值 我 们 使 用 了 不 等 式 。 虽然 
可 是 这 个 式 子 加 上 的 是 逐渐 变 小 的 去 ， 但 是 总 
限 变 大 下 去 ， 真 是 不 可 思议 啊 。 泰 洲 拉 不 住地 点 头 。 
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[SE 
SN 




















为 了 简单 起 见 ， 我 们 将 所 在 
本 上 写 了 起 来 。 















































人 们 将 “无 限 变 大 下 去 ”这 一 说 法 用 数学 公式 来 表示 看 看 。 这 里 ， 









































“所 有 项 都 是 大 了 




















于 部 分 和 2k-1l ak ， 如 果 





成 立 的 话 ，2Dk_1 ak 
这 就 是 定义 。 然 后 将 


























项 都 设 为 是 大 于 0 的 数列 。” 我 边 说 边 在 笔记 





F 0 的 数列 就 可 以 表示 成 we > 0 (k=1,2,3,…)， 对 


m EN Pe 


k=1 






































于 无 穷 大 ,2jk-1 Qk 称 为 向 正 的 无 穷 大 发 散 。 
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流 

















ok 二 去 的 时 候 正 好 符合 问题 8-1。 现 在 如 果 定 义 “向 正 的 无 穷 大 发 散 ， 














句 话 的 话 ， 可 以 表示 为 这 样 。 我 说 。 





“无 穷 级 数 洒 > 二 向 正 的 无 穷 大 发 散 。” 

















泰 洒 拉 一 直 盯 着 我 的 笔记 本 ， 认 真 地 思考 着 ， 说 :“ 无 论 是 什么 正 数 ， 


















































要 无 限 往 上 加 ， 总 会 变 得 很 大 很 大 吧 ， 这 应 该 就 是 所 谓 的 无 穷 大 吧 ? ” 


只 三 


































































































“ 叫 ? 刚才 你 说 了 很 奇怪 的 理论 哦 。 那 么 ， 接 下 来 的 题目 怎么 样 呢 ?” 


7 


我 问 。 


问题 8-2 
如 果 将 实数 的 集合 用 了 及 来 表示 ， 正 整数 的 旨 


FJ 二 














vss 











n> 
孔 
六 
2 
地 2 


















































axk > 0， 那 么 下 面 的 式 子 成 立 吗 ? 











VM ER meN M < Sa 
业 三 





















































“ 别 ， 我 认为 能 够 成 立 。 但 是 …… 将 很 多 个 a 这 个 正 数 相 加 的 话 ， 也 
就 是 说 将 nn 扩大 ,那么 和 就 会 变 大 吧 。 然 后 ， 总 有 一 天 条 ?_1ak 要 比 
M 大 。” 泰 条 拉 管 道 。 

“ 嗯 ， 我 理解 你 的 心思 ， 但 你 过 分 夺 大 了 无 穷 大 的 作用 。 虽 然 我 这 种 



































































































































说 法 本 身 也 很 奇怪 。” 
“ 嗯 ? 会 有 无 论 加 上 多 少 个 正 数 都 不 会 比 M 大 的 情况 吗 ?” 秦 条 拉 间 。 

































































“当然 嘿 。 比 如 ， 数 列 ak 的 通 项 公式 为 















































































































































192 第 8 章 调和 数 
1 
Qk 一 DR 
的 时 候 将 会 怎么 样 呢 ? ”我 提示 道 。 
“ 嗯 ? ” 泰 杀 拉 不 太 明 白 。 
我 解释 道 :“ 这 种 情况 下 ， 对 于 所 有 的 正 整数 有 来 说 ，ak > 0 都 成 立 。 
但 是 ，> 和 1 ak 并 不 能 变 得 这 么 大 ， 因 为 .……: ” 


这 就 是 ak 的 定义 式 。 接 下 来 ,我 们 把 具体 展开 。 





| 
一 D 冯 


































































































































































































1 , 1 a 1 
~ 921 22 on 
接 下 来 ,为 了 运算 方便 ， 我们 先 加 上 一 个 膏 ， 然 后 再 把 它 减 去 。 
1 | 1 二 1 je 1 1 
~\20 21 22 | on 20 
这 样 一 来 就 可 以 利用 等 比 数列 的 求 和 公式 了 。 
1—3 
如 果 去 除 分 子 部 分 的 一 友 二 的话， 我 们 可 以 得 到 以 下 不 等 式 。 
1 
< 下 I 一 1 
接 下 来 就 只 剩 计算 了 。 
=2  (?) 
“ 咽 ， 不 好 意思 …… 最 后 的 计算 ， 算 结 果 不 是 2 吧 ?” 泰 


人 条 拉 间 
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“ 嘱 ? 啊 ， 是 真 的 呢 ， 最 后 计算 结果 是 1。 最 终 下 面 这 个 式 子 应 























< 
证 
k=1 


“也 就 是 说 式 子 总 ?_1 axk = DR_i 辫 中 无 论 n 有 多 大 ， 都 不 可 能 比 1 
大 。 无 论 相 加 多 少 ， 由 于 去 迅速 趋向 于 0， 所 以 总 和 都 不 会 比 1 还 要 大 。 
如 果 M<1I 的话 , n 虽然 是 存在 的 , 但 是 如 果 M > 1 的话 ， 这样 的 nn 就 





















































































































































不 存在 了 。 所 以 把 ak = 去 作为 题目 的 反例 , 问题 8-2 就 迎刃而解 了 。” 我 说 。 
问题 8-2 
如 果 将 实数 的 集合 用 尽 来 表示 ， 正 整数 的 集合 用 NN 来 表示 ,Vk EN 



































Qe > 003P 人 人 下面 鸭 式 了 7 生态 3 




















vyvMeR ameN M < ax 


r= 





























“原来 如 此 。 当 n 变 大 的 时 候 ， 有 两 种 情况 吧 ， 是 部 分 和 也 无 限 
变 大 下 去 ， 另 一 种 是 部 分 和 不 无 限 变 大 下 去 。 对 了 ， 学 长 也 有 计算 失误 的 
时 候 呀 。 泰 洒 拉 说 。 

“我 当然 也 有 错误 的 时 候 啊 。 不 过 ， 刚 才 的 计算 错误 并 不 影响 证 
泰 洲 拉 不 放 过 我 刚才 的 错误 ， 模 仿 着 我 的 口气 说 :“ 但 是 ， 不 仔细 确 
认 那 可 不 行 哦 。 您 是 这 么 说 过 的 吧 ， 学 长 。 


一 瞬间 ， 空 气 凝 加 了 ， 我 和 她 互相 看 了 一 眼 ， 笑 出 声 来 。 
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8.6 ”在 教室 中 研究 调和 函数 












































放学 后 的 教室 中 ， 我 向 正 沉默 着 准备 回 家 的 米尔 嘉 招呼 了 一 声 :“ 喉 ， 
米尔 嘉 ， 上 一 次 ， 我 因为 自己 在 发 呆 ， 没有 听 清 你 说 的 话 ， 嗯 …… 真 是 对 
不 起 。 关 于 昨天 的 4(1) 的 话题 ， 我 对 于 5 函数 不 是 很 了 解 ， 能 不 能 给 我 
说 说 关于 4(1) 朝 着 正 的 无 穷 大 发 散 的 问题 ?” 
“ 叫 ……” 米尔 喜 似 乎 觉得 这 个 也 太 难 于 口头 表达 了 。 
于 是 ， 米 尔 嘉 拿 起 一 支 粉笔 ， 开 始 在 黑板 上 写 起 来 。 

个 是 玉 数 C(s) 的 定义 。 是 黎 曼 的 《函数 。” 






























































莘 
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C(s) = 》 二。 (函数 的 定义 式 ) 























虔 














吕 用 了 无 穷 级 数 的 形式 来 定义 。 这 里 ， 当 s = 1 的 时 候 ， 就 是 
武 o” 















































NSN 




















调和 级 数 了 。 也 可 以 用 Harmonic Series 的 首 字 母 了 再， 写成 Hw 的 
她 说 。 




















(调和 级 数 的 定义 式 ) 


| 一 


ce 
k=1 











“ 换 句 话说 ,5 函数 中 s = 1 时 的 式 子 和 调和 级 数 Hw 是 等 价 的 。 她 说 。 

“ 嗅 ， 这 样 啊 。 那 么 ， 我 和 泰信 一 一 我 思考 过 的 无 穷 级 数 > 1 天 是 和 
6(1) 相同 的 吧 。 我 说 。 

村 木 老师 给 我 和 米尔 嘉 出 的 课题 原来 是 相同 的 啊 ?” 互 原来 就 是 
Harmonic 的 首 字 母 啊 ? 

米尔 天 没有 理会 我 的 话 , 继续 往 下 说 :“ 下 面 的 部 分 和 五, 称 为 调和 数 。 
































































































































二 
i=l 
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> (调和 数 的 定义 式 ，) 





“也 就 是 说 ,nn 趋同 于 无 穷 大 的 时 候 ， 调 和 数 Hn 也 就 趋向 于 调和 级 





数 五 。 了 。 米尔 肿 说 。 















































教室 里 回响 着 米尔 嘉 用 粉笔 写字 的 声音 。 





Hw = lim Hn 
多 一 Do 





(调和 级 数 和 调和 数 的 关系 ) 





“调和 数 Hn 在 nn 趋向 于 无 穷 大 时 ， 朝 正 的 无 穷 大 发 散 。” 











lim Hn, = co 
OS 


“换血 话说 ,调和 级 数 朝 正 的 无 穷 大 发 散 。” 





Hw = oo 








“也 就 是 说 ，cC(1) 朝 正 的 无 穷 大 发 散 。 





“为 什么 说 调和 级 数 朝 着 正 的 无 穷 大 发 散 呢 ? 





SUD) = co 

















因为 ……” 说 到 这 里 ， 























=) 
和 
米尔 嘉 才 斜 眼 看 了 我 一 下 ， 这 是 她 今天 第 一 次 看 我 ， 然 后 就 啊 开 嘴 笑 了 ， 








和 以 往 的 米尔 嘉 一 样 。 



























































不 知道 为 什么 ,我 觉得 松 














了 口气 , 说 起 了 向 泰和 打 拉 展示 过 的 证 明 过 程 。 




















束 是 利用 “假设 m 是 大 于 等 








所 做 的 证 明 。 








> 








哦 ”米尔 嘉 说 。 





0 的 正 数 ， 则 2m 之 1+ 全 成 立 ” 这 一 点 









































“对 对 对 。 你 所 做 的 证 明和 14 世纪 奥 里 斯 姆 做 证 明 时 使 用 的 方法 相同 
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6G) = 兴工 (C 函 数 的 定义 式 ) 








Ho = 》 二 (调和 级 数 的 定义 式 ) 











〈 调 和 数 的 定义 式 ) 

















写 到 这 里 ,米尔 嘉 闭 上 眼睛 ,手指 划 起 了 字母 LL 状 , 像 是 在 指挥 一 样 ， 
接着 又 睁 开 了 了 眼睛 。 
“ 噬 ， 你 还 记得 我 们 曾 在 离散 函数 的 世界 里 寻找 指数 函数 吗 ? ”她 说 。 
“ 虽 ， 我 记得 啊 。” 好像 是 建立 了 差分 方程 式 ， 然 后 求 得 解 的 。 

“那么 ， 你 看 看 这 个 问题 该 怎么 做 吧 。 在 离散 函数 的 世界 里 寻找 “ 指 
数 函 数 的 反 函 数 ' 一 一 也 就 是 寻找 对 数 函 数 。” 她 说 。 








































































































































































































请 定义 与 连续 函数 世界 里 的 对 数 通 数 f(z) = log。z 相对 应 的 离散 遂 



































连续 函数 的 世界 ”<> 离散 函数 的 世界 


logex > L(x)=? 
































“好 了 ， 那 么 我 先 回 家 了 哦 。 你 慢 慢 思考 吧 。 米尔 嘉 说 。 
米尔 亮 控 了 探 沾 有 粉笔 灰 的 手指 ， 就 朝 教室 门口 走 去 。 走 到 门口 又 区 
头 说 :“ 我 事先 提醒 你 哦 ， 你 的 弱点 是 不 表 画 图 。 仪 仪 反复 玩弄 公式 并 不 


是 数学 。” 
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晚上 
我 在 


O 






































对 应 





的 关系 ; 














巴 问 题解 决 的 。 微 分 7 
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自己 的 房间 打开 笔记 本 ， 开 始 思考 米尔 需 给 我 布置 的 问题 。 














问题 是 在 离散 函数 的 世界 里 寻找 与 对 数 函 数 f(z) = log。z 相 对 应 的 函数 。 





























义 前 ， 在 寻找 指数 函数 的 时 候 ， 是 利用 de = ez 和 AB(z) = E(z) 相 

















方程 式 和 差分 方程 式 是 相对 应 的 。 


























这 次 也 从 与 对 数 函 数 fz) = log。 zx 相对 应 的 微分 方程 式 开始 做 起 吧 。 
求 对 数 函 数 (z) = log。z 的 微分 的 方法 我 在 书 上 看 到 过 。 

















































































































































































































f(x) = loge x 
直人 微分 
ji 
f (7) = = 
将 “微分 后 得 上 ”这 一 性 质 考虑 成 对 数 函数 满足 的 微分 方程 式 看 看 。 
因为 过 还 可 以 写成 z- 的 形式 ， 所 以 我 们 也 可 以 说 “微分 后 得 z ”。 米 尔 
嘉 过 去 将 微分 的 运算 符号 用 d 来 表示 ， 我 现在 也 这 么 用 ， 那 么 就 可 以 得 到 
以 下 式 子 。 
dlogez = z-! 对 数 函 数 满足 的 微分 方程 式 
从 这 里 开始 推 ， 与 log。 x 相对 应 的 离散 函数 世界 中 的 函数 L(x) 就 可 

















以 考虑 成 是 满足 如 下 差分 方程 式 的 式 子 。 
二 1 次 方 来 代替 -1 次 方 。 
































但 是 ， 


AZ(z) = zx— 











般 来 说 ， 可 以 使 用 下 降 阶 乘客 














前 数 L(zx) 满 足 的 差分 方程 式 




















过 去 和 米尔 嘉 讨 论 的 时 候 , 我 们 只 考虑 了 在 n 大 于 0 的 范围 内 
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的 下 降 阶乘 需 痉 ， 如 下 所 示 。 





下 降 阶 乘 宕 的 定义 ( m 为 正 整 数 ) 


| z= (rz—0(r—1)...(z— (n—1)) 





也 就 是 说 , 必须 考虑 当 n 小 于 等 于 0 的 时 候 将 x2 定 义 成 什么 比较 妥当 











当 n= 二 4,3,2,1 的 时 候 ，z?2 分 别 如 下 。 





z= (rz—0)(r—1)(r—2)(r— 3) 
=(r—0)(r—1)(r—2) 
72= (x—0)(r—1) 





























zit=(x—0) 
仔细 观察 以 上 式 子 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 结论 。 
。 将 zf 除 以 (z 一 3 ) 我 们 可 以 得 到 x3。 
。 将 怠 除 以 (z 一 2 ) 我 们 可 以 得 到 z2 。 








。 将 z 既 除 以 (z 一 1 ) 我 们 可 以 得 到 zt。 



































如 果 继 续 延 伸 下 去 ， 我 们 还 可 以 得 到 以 下 结论 。 








。 将 寻 除 以 (z - 0 ) 我 们 可 以 得 到 2。 

。 将 ze 除 以 (z 十 1 ) 我 们 可 以 得 到 x=。 
。 将 z=:L 除 以 (z 十 2 ) 我 们 可 以 得 到 x=2。 
。 将 z=2 除 以 (z 十 3 ) 我 们 可 以 得 到 z=3。 









































换 旬 话说 ,我 们 可 以 得 到 以 下 结论 。 


人 

















7 一 

Si 

~ ”GT 

1 

”了 (CTDCT9I) 
Ee 1 
(z+ +2) (+3) 


个 
































好 了 ， 我 们 再 回 到 对 数 函 数 上 ， 目 标 是 解 出 

















AL(2X) = z= 
















































































以 变 为 以 下 形式 。 























首先 来 看 左边 ， 根 据 A 的 定义 ， 可 以 得 到 L(x 十 1) 一 L(x)。 
再 来 看 右边 ,根据 z 汪 的 定义 ， 可 以 得 到 5 和 + 。 所 以 差分 方程 式 就 可 





Ls+1) — Ls) =- - 7 ”5(z) 的 差分 方程式 
接 下 来 如 果 能 求 出 L(x) 就 好 了 。 距 ? 怎么 回 事 呀 ? 
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L(x 二 +1) 一 L(x) = 二 和 我 之 前 和 泰 条 拉 说 过 的 式 子 不 是 




















吗 ? 咽 ， 就 是 这 个 式 子 。 


FE 好 一 检 
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1 


万 "+1 — Hn = 
4 nn 二 +1 


调和 数 有 7, 的 推 




















导 公 式 





\ 工 











民 














Z(z) 的 差分 方程 式 和 调和 数 五 ;, 的 推 





公式 相同 ! 如 5 











我 们 将 L(1) 定义 为 1。 这样 一 来 ， 就 可 L 









































是 这 样 的 











中 ， 





4 目 











到 以 下 非常 简 六 


的 天 系 式 了 。 














如 果 使 用 调和 数 HH 这 个 表示 方法 的 话 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 式 子 。 
L(z) = Hz ”zz 为 正 整 数 


到 此 为 止 ， 我们 可 以 解 





H 问题 8-3 了 。 


解答 8-3 














调和 数 ) 














| 连续 函数 的 世界 ”< ”离散 函数 的 世界 

| log.x 《+ 万 > = i 

1 k= 
但 是 ， 不 知道 怎么 的 一 下 子 就 是 想 出 不 















































来 啊 。 对 数 函数 原来 和 调和 数 








是 如 此 紧密 地 联系 在 一 起 的 啊 ! 












































8.7 








、 四 种 运算 ”201 






































































































































































































































































































































少 微 等 一 下 。 在 说 “微分 和 差分 ” 的 时 候 ， 米 尔 嘉 最 后 提 到 了 “积分 
与 和 分 ”"。“ 连 续 函 数 的 世界 " 与 “离散 函数 的 世界 "是 两 个 世界 。 微 分 、 
差分 、 积 分 、 和 分 是 四 种 运算 …… 好 吧 ， 我 用 图 示 来 整理 一 下 。 
;两 个 世界 、 四 种 运算 | 
| “和 连续 函数 的 世界 ” 离散 函数 的 世界 
微分 d 一 一 对 应 一 一 > 差分 A 
逆 运 算 逆 运 算 
积分 / 全 一 对 应 一 一 > 和 分 对 

嗯 ,我 归纳 得 很 不 错 啊 。 在 这 个 图 中 ,我 可 以 将 “调和 数 ” 写 在 右 下 
方 的 “和 分 于 ”的 位 置 。 也 就 是 说 ， 当 它 回 到 连续 函数 的 世界 中 时 … 
啊 ， 对 了 ! log。 zx 进 行 微 分 后 可 得 的话， 也 就 是 说 将 上 积分 后 就 可 以 得 
到 log。 xz 了。 因为 写成 了 log。x， 所 以 我 一 下 子 没 想 出 来 。 如 果 写 成 广 主 
的 话 就 好 了 。 





对 数 函 数 和 调和 数 的 关系 








连续 函数 的 世界 ”全 


log =/ + 
e 1 世 


离散 函数 的 世界 


202 第 8 章 


调和 数 


























































































































































































































































































































































































































































这 样 一 来 就 可 以 接受 了 。 
连续 函数 世界 中 的 积分 用 dt 来 表示 是 可 以 的 吧 。 那 么 ， 离散 函 数 世 
界 中 的 积分 就 有 必要 表示 成 6k 吧 。 啊 , 假设 5k 为 1 的话 ,就 可 以 前 后 
相 呼 应 了 。 
= | 
~dt < 一 -Ok 
咽 ， 很 完美 地 总 结 了 出 来 。 数 学 公式 真是 让 人 神 清 气 来 啊 ! 
“你 的 弱点 是 不 肯 画 图 。” 
乌 鸣 ， 被 米尔 嘉 这 样 直 白地 指出 自己 的 弱点 ， 真 是 难过 啊 ! 比 被 人 踩 
了 一 和 脚 还 疼 。 
好 吧 ， 就 照 米尔 嘉 所 说 的 ， 我 来 画图 看 看 。 我 把 表示 积分 与 和 分 的 本 
积 的 图 都 画 出 来 就 可 以 了 吧 。 
vi yh 
曲线 方程 式 为 y = 2 曲线 方程 式 为 y 二 
Tr 
是 4 阅 人 、 二 ， 埋 月 县 2 面 有 el 
阴影 部 分 的 面积 为 log。z 一 - 阴影 部 分 的 面积 为 一 = 
小 La 
0 1 ye 0 
阿 ,， “连续 函数 的 世界 ”与 “离散 函数 的 世界 ”之 间 的 对 应 关系 从 图 像 





















































上 看 果然 是 

















目 了 然 。 真 是 证 我 大 吃 一 惊 啊 ! 














8.8 ”已 知 的 钥匙 、 未 知 的 门 、203 





8.8 已 知 的 钥匙 、 未 知 的 门 



































ES 
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的 对 数 函 数 ” 与 “离散 函数 世 








“所 以 ， 我 了 解 了 “连续 函数 世界 
的 调和 数 ” 的 对 应 关系 。” 

还 是 那 条 回 家 的 路 。 我 和 泰和 打 拉 并 排 走 在 前 往 地 铁 站 的 路 上 ， 一 边 走 
我 一 边 告 诉 她 米尔 嘉 给 我 布置 的 问题 和 我 所 得 到 的 成 果 。 

“这 么 一 想 ， 如 果 我 们 仔细 讨论 奥 里 斯 姆 的 证 明 的 话 ， 当 时 应 该 就 能 
发 现 的 。 你 看 , 在 证 明 > 六 1 关 旨 正 的 无 穷 大 发 散 的 时 候 , 1 个 , 2 个 , 4 个 ， 
8 ， 我 们 将 各 项 以 2” 个 为 一 组 进行 了 分 组 对 吧 ! 也 就 是 说 ， 集 
合 起 来 的 项 的 个 数 是 呈 指 数 函 数 形式 增加 的 。 那 个 时 候 我 们 如 果 能 发 现 调 
指数 函数 的 反 函 数 , 也 就 是 对 数 函 数 有 相似 的 可 能 性 就 好 了 。” 我 说 。 
如 果 那 个 时 候 就 画 个 图 的 话 ， 我 就 可 能 在 米尔 嘉 出 题 之 后 立即 回答 出 来 了 。 
I 再 再 而 三 的 计算 真是 绕 了 个 大 圈子， 米尔 嘉 说 的 真是 一 点 没 错 。 

泰 条 拉 听 着 我 的 话 ， 虽 是 一 副 很 有 兴趣 的 样子 ,但 是 她 突然 站 住 了 ， 
仿 上 露出 无 精 打 采 的 神色 。 
“学 长 ， 虽 然 我 曾经 很 得 意 地 吹 咕 自己 “也 想 研究 一 下 课题 ,但 是 最 
后 的 结果 却 是 没 能 发 现任 何 “有 意思 的 东西 ， 后 来 全 都 是 学 长 教 我 的 。 
我 的 数学 果然 是 不 行 啊 。” 泰 采 拉 垂头丧气 地 说 。 

“ 泰 采 拉 ， 你 自己 也 曾 尽力 思考 过 吧 ? 这 才 是 最 最 重要 的 。 即 使 什么 
都 没有 发 现 也 没有 关系 ， 只 要 自己 认真 思考 过 了 ， 之 后 再 听 我 讲解 ， 就 能 
够 立马 理解 了 。 可 不 能 忘记 这 一 点 哦 。” 我 鼓励 她 。 

泰 打 拉 一 直 听 着 我 说 话 。 
我 又 继续 说 道 :“ 你 总 是 试 着 在 自己 理解 数学 公式 吧 。 光 这 一 点 就 很 
了 不 起 哦 。 很 多 人 只 要 一 看 到 数学 公式 思维 就 停止 了 。 在 思考 数学 公式 2 
前 ， 他 们 自己 不 首先 进行 独立 思考 。 当 然 ， 数 学 公式 太 难 了 ， 不 能 理解 的 
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情况 也 很 多 。 但 是 ， 即 使 不 能 全 部 理解 ， 也 应 该 认识 到 “到 这 里 为 止 我 明 
科 了 ， 接 下 来 我 就 不 明白 了 ”。 如 果 你 自己 都 认为 自己 “不行 "， 那 你 就 不 
会 去 尝试 理解 了 ， 也 就 不 会 思考 了 。 有 人 会 只 只 着 说 学 习 数 学 真是 一 点 好 
处 都 没有 有。 但是， 在 你 吐 喧 的 上 时候， 你 的 思想 就 会 从 “因为 学 数学 没 好 处 ， 
所 以 就 不 用 理解 了 变 为 “即使 学 数学 有 好 处 我 也 不 能 理解 ' 。 将 数学 认为 
是 酸 和 葡萄 那 可 不 行 哦 。 一 直 在 挑战 着 的 泰 杀 拉 你 可 是 很 厉害 的 哦 。 

“但 是 …… 我 看 学 长 您 出 题目 ， 解 题目 ， 虽 然 能 够 理解 ， 但 是 如 果 让 


我 自己 来 做 ， 我 觉得 自己 肯定 不 行 。 我 该 怎么 办 才能 自己 解 题 呢 ? 应 该 从 

































































































































































































































































































































































































































































































































































:也 不 是 根据 题目 意思 就 能 立刻 想到 新 颖 的 解 题 思 路 哦 。 
么 地 方 看 到 过 的 方法 啦 ， 过 去 解 出 来 的 结果 等 才 是 我 解 题 的 基础 。 上 
课时 练习 过 的 习题 、 自 己 思 考 过 的 课题 、 书 本 上 有 过 的 例题 、 和 朋友 们 讨 
的 解法 等 ， 都 是 我 寻找 宝物 、 挖 掘 宝藏 的 武器 。 我 说 。 

我 开始 走 起 来 ， 泰 休 拉 也 开始 并 排 和 我 走 起 来 。 我 又 继续 说 道 :“ 解 
出 题目 时 那 种 心跳 的 感觉 就 和 使 用 不 等 式 判 断 数学 式 子 大 小 的 感觉 相似 。 
通过 等 式 不 一 定 能 一 下 子 求 出 答案 ， 这 时 我 们 就 可 以 考虑 “根据 目前 已 经 
得 到 的 结论 来 判断 ， 答 案 应 该 比 这 个 数字 大 ， 比 那个 数字 小 ……” 以 自己 
手中 掌握 的 结论 为 线索 ， 一 点 一 点 朝 正 确 答案 和 逼 近 。 如 果 不 能 一 下 子 求 出 
答案 ， 就 可 以 从 已 经 知道 的 地 方 开始 着 手 ， 插 上 枫 子 ， 然 
千石 摇 开 。 用 已 知 的 钥匙 去 开 未 知 的 门 。” 
斤 了 这 些 话 后 ， 泰 条 拉 的 双眼 开始 发 亮 。 

“ 泰 条 拉 ， 你 可 以 慢 慢 地 去 体验 那 种 通过 学 习 使 自己 忧 然 大 悟 的 感觉 。 
即使 自己 想 不 出 来 也 没有 关系 ， 看 了 别人 巧妙 的 证 明 后 能 够 为 之 感动 ， 这 
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“ 虽 咀 ， 我 明白 。 在 学 习 英 语 的 时 候 ， 听 到 本 地 人 那 漂 亮 的 发 音 ， 我 
也 曾 想 过 如 果 自 己 能 有 那么 漂亮 的 发 音 就 好 了 。 不 过 ， 听 了 学 长 的 话 ， 我 
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到 精神 百倍 。 我 …… 我 …… 我 真 的 ……” 泰 淋 拉 边 说 边 放 慢 了 脚步 。 她 
村 是 那么 充满 活力 ， 可 唯 独 在 回 家 的 路 上 走 得 很 慢 。 









































































































































“ 啊 ， 对 了 ， 这 个 周 六 ， 我 们 去 看 天 象 仪 吧 ? ”我 提议 道 。 


“ 嗯 …… 和 学 长 一 起 吗 ? 去 看 天 象 仪 ? 我 ?” 泰 洲 拉 用 食指 指 着 自己 的 



































































































































“我 从 都 宫 那 里 拿 到 了 免费 入 场 券 ， 发 现 还 比较 有 观看 价值 。 你 不 高 
欢 吗 ? ”我 问 道 。 
“我 很 喜欢 ! 我 去 ! 哇 ! 我 真是 大 开心 了 学 长 。 啊 ! 不 过 ， 您 不 
邀请 “那个 人 ”没关系 吗 ? 那个 …… 米 尔 需 。 她 说 。 

“ 呵 ， 对 哦 。 如 果 泰 洒 拉 没 时 间 去 的 话 我 就 叫 她 。 我 说 。 

泰 洒 拉 连 忙 说 :“ 没 …… 没 有 ! 我 有 空 的! 我 一 定 会 去 !” 













































































































































































8.9 如果 世 界 上 只 有 两 个 质数 






































如 果 世 界 上 只 有 了 两 个 人 的 话 ， 人 类 的 烦恼 一 定 会 大 大 减少 。 正 因为 人 
口 过 多 ， 人 和 人 之 间 一 比较 就 会 情绪 低落 ， 就 会 互相 争斗 。 比 如 说 ， 如 
象 亚当 和 夏娃 那样 只 有 两 个 人 的 话 ， 那 么 就 不 会 产生 什么 争执 。 不 ， 即 使 
只 有 亚当 和 夏娃 两 人 ， 不 也 产生 了 争执 吗 ? 但 是 当时 还 有 蛇 呢 。 如 果真 的 
只 有 那 两 个 人 的 话 ， 也 许 就 不 会 产生 问题 了 吧 。 不 ， 还 是 有 可 能 会 产生 问 
题 的。 而 且 ， 即 使 最 初 只 有 两 个 人 ,但 这 两 个 人 迟早 会 生出 孩子 ， 人 口 会 
增加 的 。 这 样 一 来 ， 也 可 能 会 产生 鼎 恼 。 
米尔 嘉 问 :“ 你 在 想 什 么 呢 ?” 
我 回答 道 :“ 我 在 想 如 果 世 界 上 只 有 两 个 人 的 话 会 怎么 样 。 
“ 嗯 ,这样 啊 ， 你 打开 着 笔记 本 在 想 这 个 ?那么 ,我 们 来 说 说 “如 果 
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世界 上 只 有 两 个 质数 ” 的 话题 吧 。 米尔 嘉 像 往 币 一 样 ， 拿 过 我 的 笔记 忆 
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“我 们 按照 顺序 来 说 吧 。 首 先 , 我 们 考虑 一 下 下 列 积 的 形式 。 米尔 嘉 说 。 
我 沉默 着 听 她 说 。 

















O 











(2 二 21 十 2 十) (32+3 十 32 二 





“这 个 乘积 朝 着 正 的 无 穷 大 发 散 ， 所 以 可 以 称 为 形式 上 的 积 。 但 是 ， 
我 们 把 开头 的 几 项 展开 看 看 。 
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“根据 指数 的 和 进行 分 组 后 可 以 清楚 地 得 到 以 下 形式 。 



































(WR) 十 (2°31 + 213°) + (2°32 + 2131 + 223°) 十 … 























“也 就 是 说 ， 可 以 用 以 下 二 重 和 的 形式 来 表示 。” 


> YY okan—k 





























=0 k=0 
我 看 着 式 子 的 展开 ， 点 了 点 头 说 :“ 米 尔 嘉 ， 这 个 是 卷 积 吧 。 外 侧 的 



























































wo 中 由 0,1,2 开始 一 点 点 增加 。 然 后 ,在 内 侧 的 ko 中， 列举 
分 别 与 这 些 数 字 相 对 应 的 2 和 3 的 指数 和 为 n 的 数字 。 也 就 是 说 ， 用 2 
和 3 来 划分 指数 。” 
“用 2 和 3 来 划分 指数 吗 ? 哦 ， 确 实 可 以 这 么 说 呢 。 那 么 ， 只 含 
有 质 因数 2 或 3 的 正 整数 一 定 会 在 这 个 和 的 形式 的 某 个 地 方 出 现 吧 。 为 
么 说 呢 ? 这 是 因为 2 和 3 的 指数 中 ， 大 于 等 于 0 的 整数 的 任意 组 合 


一 定 会 出 现 一 次 的 。 米尔 嘉 说 。 
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我 回答 说 :“ 哦 ， 原 来 如 此 ， 确 实 如 此 。” 
“虽说 是 只 含有 质 因 数 2 或 3， 但 也 包含 1 这 个 数 哦 。 她 补充 道 。 

































































8.9.2 收敛 的 等 比 数列 
米尔 嘉 继 续 说 道 :“ 接 下 来 ,我 们 来 考虑 以 下 无 穷 级 数 的 乘积 。 我 们 
先 把 它 取 名 为 82 吧 。” 


_/1 1 1 1 1 1 
QQ 夺 砚 十 元 十 到 十 565tataat. 


“刚才 是 朝 正 的 无 穷 大 发 散 的 数字 的 乘积 ， 这 次 不 同 了 。 为 什么 这 么 
说 呢 ? 这 是 因为 82 的 两 个 因 式 的 无 穷 级 数 是 收敛 的 等 比 数 询 。 用 等 比 数 
列 的 公式 来 计算 两 个 因 式 ，Q@2 就 变 成 了 “ 积 的 形式 ”了 。” 米 尔 驯 说 。 
























































































































































她 又 接着 说 :“ 接 下 来 ,我 们 将 Q2 从 头 开 始 展开 看 看 ， 这 样 就 能 将 
Q@2 变化 成 “和 的 形式 " 了 ， 这 样 一 来 ， 分 母 中 就 出 现 了 刚才 的 2*3" “的 
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“好 了 , 我们 用 


调和 数 
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种 方 入 








求 得 了 @a。 所 以 ， 以 下 等 式 成 立 。 米尔 圳 说 。 


(3 





1 
Dk3n—Ek 








1 oo 
i 
3 n=0 k=0 


我 说 :“ 左 边 是 积 ， 右边 是 和 吧 。” 














9.3 
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SS ， 所 在 








的 卫 
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[| 
7、10 之 类 的 数字 就 不 能 
“所 以 ， 我 先 假设 了 “ 








尔 关 说。 








质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定 理 
b 么 在 此 我 们 假设 “世界 上 


EF 整数 一 定 会 




















站 友 


*™ 

















2 和 3 这 两 个 质数 看 看 。 这 相 
m0 和 -0 wi 下 的 分 母 2*3"* 
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出 现 一 次 。 
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? 米尔 嘉 ， 不 是 所 
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区 式 来 表示 的 啊 。 








用 24*3" 天 的 
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的 整数 都 可 以 
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C1 这 个 数字 ， 只 
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个 质 因 FE 整数 吧 。 比 如 说 5、 





数 的 了 





2 或 者 3 这 
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此 形式 表示 2 反 驶 道 





UL 





















































的 


有 2 和 3 这 








我 想 说 什么 1 


46 r= 
米尔 嘉 ， 
































但 。 
界 上 只 有 2 和 3 这 两 个 质数 ” 啊 。 如 


[三 
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ZN 
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LE 


所 有 整数 都 
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3 这 7 





质数 的 


个 质数 的 i 
四? ” 

虽说 的 是 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 吧 。 
质数 的 乘积 

















/AN 
舌 ， 就 没有 5、7、10 之 类 的 整数 了 。 





因为 “ 
表示 ”， 所 以 你 想 说 “如 果 1 
有 5 和 7 之 类 的 整 



































乡 式 来 


话 ， 就 没 
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FE 















































做 这 条 
底 在 说 
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什么 。 





质数 ' 的 话 
既然 你 这 么 说 ， 
为 只 
质数 只 


过 对 
世界 上 
， 我 都 说 了 不 行 了 。 无 论 是 2 个 还 是 mm 个 ， 这 不 是 一 相 
fF 的 假设 的 话 ， 就 把 





题 就 不 





了 吧 ， 








Sh 
Hi1 
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光 不 要 讨论 
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的 吗 ? 





























质数 认定 为 











限 个 了 呵 。 真 不 知道 米尔 嘉 
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“我 就 是 假设 “质数 有 有 限 个 " 啊 ， 你 还 没有 发 现 吗 ?” 米 尔 嚣 说 。 
看 着 她 的 表情 ， 我 突然 明白 了 。 


“是 反 证 法 吧 !” 










































































8.9.4 质数 无 限 性 的 证 明 
反 证 法 是 证 明 的 基本 方法 。 如 果 用 一 句 话 来 概括 反 证 法 的 话 ， 就 是 “ 先 
写 出 要 证 明 的 命题 的 否 命 题 ， 然 后 找 出 矛盾 '。 但 是 ， 想 写 出 自己 要 证 明 


的 命题 的 否 命题 真是 一 种 比较 难 的 方法 ， 不 擅长 此 方法 的 人 很 多 。 































































































































































































































































































“那么 我 们 就 用 反 证 法 来 证 明 一 下 质数 的 个 数 有 无 限 个 这 个 命题 。 米 
尔 嘉 就 这 样 宣战 了 ， 她 摊 开 双手 ， 就 好 像 是 要 开始 做 手术 的 外 科 医 生 一 样 。 

“对 了 , 米尔 嘉 , 要 证 明 质 数 的 无 限 性 是 不 是 用 欧 几 里 得 的 证 明 方法 呢 ? 
假设 质数 的 个 数 为 有 限 个 ， 那 么 所 有 的 质数 相 乘 后 加 上 1 的 数 也 应 该 为 
数 ……” 我 还 没 说 话 ， 米 尔 圳 在 我 面前 摆 摆 手 ， 示 意 我 停 下 。 

“假设 质数 的 个 数 为 有 限 个 。 米尔 嘉 斩钉截铁 地 继续 说 道 ,“ 假 设 
数 的 个 数 有 m 个 ， 这 样 一 来 ,将 所 有 的 质数 按照 从 小 到 大 的 顺序 排列 ， 
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示 成 
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D1,D2， DEEPDm 
最 初 的 三 个 数 为 p1=2, p2=3, pa=5。 于 是 ， 我 们 可 以 思考 一 下 无 限 和 的 有 
限 积 @m。” 
1 1 1 1 1 1 
驴 讽 三 矶 十 区 十 到 十 电光 55tatat i 
和 ( 1 | 1 | 1 | 
Pmo pm pm2 




















-II( 去 + 去 + 二 + 
RN\Pko Pri Prk2 
TT 1 np 的 
= | 委 只 的 形式 
k=1 Pk 
“也 就 是 说 ,我 们 将 刚才 82 中 只 有 2 个 质数 转变 为 了 有 m 个 质数 。 


























我 边 看 着 式 子 边 ) 
“哈哈 ， 原 来 如 是 


思考 。 



































因为 m 是 个 有 限 数 ， 所 以 @m 也 应 该 是 个 有 限 数 。” 米 尔 圳 让 


上 。 也 是 哦 。 因 为 质数 px 是 大 于 4 


























充 道 。 





























于 2 的 数字 ， 所 以 

























































































































































































































































































等 比 数列 起 二 页 十 直 十 … 收 伍 成 二 。 也 就 是 说 ， 是 个 有 限 的 数 
值 吧 。” 

“ 嗯 ， 对 ， 然 后 昵 ， 从 这 里 开始 才 比 较 有 意思 哦 …… 米尔 嘉 一 边 这 
么 说 着 ,一边 吐出 小 舌头 慢 慢 地 配 了 配 上 嘴 居 。 

然后 她 继续 说 :“ 我 们 用 刚才 计算 只 有 2 和 3 两 个 质数 时 的 方法 来 算 
有 m 个 质数 的 情况 。 也 就 是 说 ， 先 在 脑海 中 放 入 有 限 个 这 个 概念 ， 然 后 
具体 展开 。 如 果 照 你 的 话 来 说 ,这 次 就 不 是 用 两 个 数 来 “划分 ' 指数 ， 






































而 是 用 m 个 数 来 “划分 ”。” 
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_/1 1 
@m= 人 页 十 元 十 未 十 而 十 开 十 强 十 
( 1 1 1 ) 
入 十 十 
Pmo Pm! Pm? 
1 | 1 1 
~ \203050...p%,/  \213050...p0, 203050...ph/ 
— A 
指数 和 为 0 的 项 指数 和 为 1 的 项 
> 1 
= [19 和 sa 99 
1 > 2971372573.. ‘pr 和 的 5 式 
一 一 一 
指数 和 为 m 的 项 














变 成 这 样 的 形式 。” 























G1 























没有 写 。 我 说 。 















































(3 

















虽然 那个 > 上 
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全 


这 个 条 伯 

















思 …… 最 后 这 个 式 子 的 意思 我 不 太 明 白 。 尤 其 是 内 侧 的 2 上 什么 都 









































十 么 都 没有 写 ， 但 是 只 要 满足 ri 二 ra2 十 …， 


» 取 关 于 71) 72) "Tm 的 总 和 就 可 以 了 。” 米尔 嘉 说 。 


“这 就 是 你 所 说 的 “指数 和 为 n 的 所 有 组 合 " 吧 ， 米 尔 嘉 。 我 说 。 



































质数 px 的 指数 用 rx 3 


¢é J EE SA 1 1 SU i 
嗯 ， 对 的 。 也 就 是 说 这 个 nm 是 质 到 的 对 积 这 式 的 各 


示 ， 指 数 和 为 n 的 所 有 组 合 就 是 取 i 的 和 。 






































项 的 总 和 哦 。 






































妆 
Bb 么 ， 我们 来 关注 一 
她 说 。 
































2 372579 .DT 














` 分 母 ， 也 就 是 “质数 的 乘积 ” 部分。 就 是 这 样 的 吧 。” 











“ 接 下 来 ,根据 反 证 法 的 假设 , 我们 可 以 知道 世界 上 只 有 m 个 质数 。 
































根据 质 因 数 分 解 的 只 
个 


数 分 解 为 p7:p2?p33 ， 























一 分 解 定 理 ， 我 们 可 以 知道 所 有 的 正 整数 都 可 以 质 因 









































…p 六 这 种 唯一 的 形式 。 也 就 是 说 ，Qm 展开 后 各 项 的 

















1 
质 到 两 乘 裕 的 分 母 中 ， 




















“ 嘎 …… 这 和 刚才 讨论 的 只 有 2 和 3 两 个 质数 时 的 情况 是 相 





























所 有 的 正 整数 一 定 会 出 现 一 次 。” 米 尔 嘉 说 。 



























































同 的 。 我 说 。 
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“分 母 中 “所 有 的 正 整数 一 定 会 出 现 一 次 ”的 说 法 无 非 就 是 要 说 明 以 下 
式 | 成 立 的 意思 。” 
1 | 
Qm Sa 1 T 2 T 3 | 4 lL 
“ 啊 ! ”我 突然 发 现 是 调和 级 数 。 
“你 好 像 发 现 了 吧 。 米尔 嘉 说 。 
“Qm 照 理 应 该 是 有 限 值 ， 但 如 果 是 这 样 的 话 它 就 会 发 散 下 去 。 我 说 。 
“ 正 是 如 此 。 利 用 收敛 的 无 限 等 比 数列 , 我 们 已 经 证 明 CQm 为 有 限 值 了 。” 
米尔 嘉 说 个 不 停 。 
m 1 Sy 
k=1 DR 
“对 了 ， 接 下 来 就 把 @m 与 调和 级 数 守 亿 1 站 之 间 划 上 等 号 。 


和 





“也 就 是 说 ， 





可 以 写成 以 下 这 个 等 
I 1 
k=1 1— 全 

















(调和 级 数 ) 


式 关系 。” 















































“从 质数 的 个 数 是 有 限 个 这 一 假设 可 以 得 出 等 式 左边 是 “有 限 值 ， 而 



























































































































































等 式 右边 因为 是 调和 级 数 ， 所 以 “ 朝 正 的 无 穷 大 发 散 '。 左 右 两 边 是 互相 
我 惊讶 得 说 不 出 话 来 。 
“这 样 我 们 就 从 “质数 的 个 数 是 有 限 个 ' 这 一 假设 上 找 出 了 了 矛盾， 所 
以 假设 不 成 立 ， 它 的 否 命题 ， 也 就 是 “质数 的 个 数 有 无 限 个 " 是 成 立 的 。 
Quod Erat Demonstrandum， 证 明 结 束 。” 米尔 嘉 突然 竖 起 手指 宣布 说 ， 
“好 了 ， 到 这 里 我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 。” 
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将 调和 级 数 的 发 散 性 和 质数 的 无 限 性 联系 起 来 ， 这 种 解法 真是 让 我 大 
吃 一 尺 。 这 真是 个 宝贝 啊 ! 
“这 是 从 我 们 的 老师 那里 套用 的 证 明 方法 哦 。 她 说 。 
“我 们 的 老师 ? ”我 不 解 。 
“是 18 世纪 最 伟大 的 数学 家 一 一 欧 拉 啊 。” 她 目不转睛 地 看 着 我 管道 。 






































































































































| 调和 级 数 和 质数 的 无 限 性 











假设 : 质数 的 个 数 是 有 限 个 


| 












































“ 积 的 形式 ” + 一 Qm 一 一 “和 的 形式 ” 
k=1 Sp k=1 
收敛 为 有 限 值 一 让 学 让 一 朝 正 的 无 穷 大 发 散 
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假设 不 正确 














结论 : 质数 的 个 数 有 无 限 个 











器 
WE 
bole 


8.10 ”天象 仪 




















周 六 ， 去 看 天 象 仪 的 人 很 多 ， 有 情侣 ， 也 有 三 口 之 家 。 我 和 泰 洒 拉 
排 坐 在 位 子 上 。 在 半球 形 屋顶 的 中 央 有 很 多 奇形怪状 的 黑色 投影 仪 。 
“和 学 长 一 起 来 看 天 象 仪 , 我 有 点 紧张 , 今天 早上 很 早 就 起 床 了 。 呵 呵 。” 
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过 了 一 会 儿 ， 灯 灭 了 ， 呈 现 出 一 片 片 火烧 云 的 风景 。 随 看 太阳 渐渐 落 
下 ， 星 星 一 颗 一 颗 地 出 来 了 ， 不 知 不 觉 间 夜空 中 布 满 了 大 小 各 异 的 光 点 。 
“ 哇 ， 真 漂亮 1” 坐 在 我 身 旁 的 泰 人 条 拉 轻 声 感叹 道 。 人 确实 很 漂亮 。 























































































































一 一 接 下 来 ， 让 我 们 飞 往 北 极点 1 


[H 

















刍 说 员 的 话音 刚 落 ， 整 个 天 空 晃动 起 来 ， 所 有 的 星星 开始 于 动 。 真 的 丰 
球 浮 在 空中 的 感觉 我们 情不自禁 地 开始 转动 身子 ,一 转眼 就 到 达 了 北极 点 。 
“是 极光 ! ”不 知道 从 哪里 传 来 小 孩子 兴奋 的 叫 声 。 
原本 微弱 的 光亮 逐渐 给 人 厚实 的 感觉 ， 形 成 窗帘 的 形状 。 色 调 连 绵 起 
伏 ， 感觉 重重 闪闪 ， 把 我 们 包围 了 起 来 。 观 众 席 上 一 片 客 静 ， 大 家 都 沉浸 
在 光 的 和 谐 之 中 。 
我 和 泰 条 拉 脱 离 了 往常 的 世界 ， 脱 离 了 往常 的 时 间 ， 一 起 到 达 了 北极 
点 ， 来 到 这 个 远离 世界 ， 远 离 时 间 的 地 方 。 我 们 一 起 抬头 仰望 宇宙 ， 看 
那 满 天 繁星 。 星 星 应 该 是 有 限 个 的 ， 但 实在 太 多 了 ， 数 也 数 不 清 。 
就 在 那 时 















































































































































































































































































































































































































































我 突然 吓 了 一 跳 ， 因 为 我 的 右手 手腕 感受 到 了 泰 打 拉 的 重量 。 






















































































































































































她 突然 抱 起 我 的 用 膊 肘 ， 身 体 靠近 我 ， 让 我 感到 了 她 身体 的 重量 。 和 
往常 一 样 的 甘 研 香气 越 来 越 浓 。 

泰 打 拉 i 

从 北极 点 那里 能 看 到 星座 …… 地 轴 的 倾斜 度 …… 极 层 …… 边 一 直 传 
来 解说 的 声音 ， 可 是 我 的 脑袋 一 片 空白 ， 什 么 都 没 留 下 






























































沙 
































空中 浮现 出 星星 ， 而 我 心中 却 浮现 出 夺 休 拉 的 身影 。 一 叫 她 名 字 就 
:急忙 忙 行事 匆匆 的 友和 打 拉 ， 有 着 认真 表情 的 泰 打 拉 ， 
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直到 自己 能 接受 为 止 仔细 思考 的 泰 打 拉 ， 但 有 时 候 也 会 犯 一 些 低级 错误 




















的 泰 末 拉 ， 活力 充沛 的 泰 条 拉 。 


























这 样 的 泰 打 拉 是 不 是 对 我 有 意思 ? 


我 究 竞 在 想 些 什么 呀 ， 我 自己 也 不 知道 。 










































































即使 我 们 两 人 不 可 能 趣味 相投 , 但 是 至 少 也 可 以 朝 着 这 个 方向 努力 ， 
无 限 逼 近 吧 。 如 果 这 要 人 花 很 多 时 间 , 我 们 也 要 像 做 推导 公式 那样 步 步 逼 近 。 


我 们 共同 拥有 





































































































的 是 有 限 的 现在 。 能 看 到 的 东西 真 的 是 只 有 一 点 点 ， 知 





































































































道 的 东西 也 真 的 是 只 有 一 点 点 。 但 是 ， 把 我 们 已 经 找到 的 东西 当 作 线索 ， 















































把 我 人 
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见 








i 这 么 不 知 过 了 多 长 时 间 ， 终 了 
























































] 已 经 知道 的 东西 当 作 千 斤 项 ， 我 们 就 能 抓 住 无 限 。 我 们 没有 翅膀 ， 


但 是 我 们 有 语言 。 
































NN 





让 
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天 空中 的 极光 消失 了 ， 人 解说 员 那 平 于 





























的 声 





























一 一 好 了 ， 大 家 玩 得 开心 吗 


场 内 亮 起 了 灯光 


又 把 我 拉 回 了 现实 。 





















































被 明亮 的 灯光 给 春 噬 了 。 到 刚才 为 止 还 充满 星 
以 于 多 面体 的 凹凸 不 平 的 屏幕 。 


































































































类 
见 实 的 观众 们 似乎 还 恋恋 不 舍 ， 但 也 松 了 一 口气 。 有 人 




























































































人 伸 懒 腰 , 也 有 人 准备 回去 。 大 家 都 各 自 回 到 了 各 自 的 日 常生 活 中 。 
















































































星 的 光滑 的 天 空 现在 变 成 了 外 
从 幻想 中 回归 于 
咳嗽 ， 
但 是 。 
但 是 ，9 
世界 ， 在 极光 下 。 
咕 
“ 喷 ， 这 是 怎么 


， 我 该 怎么 开口 说 好 呢 ? 我 慢 慢 地 转向 她 。 

















我 还 被 泰 休 拉 紧 紧 搜 着 。 我 们 俩 还 停留 在 北极 点 ， 在 那 遥 远 的 



















































































可 事 ? ” 泰 打 拉 靠 着 我 竞 然 睡 着 了 ， 而 且 她 睡 得 很 香 。 
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No. 
Date 
我 的 笔记 
部 分 和 > ak 一 al 十 aa 十 as 十 :十 an 
k=1 
无 穷 级 数 > ak 一 al 十 aa 十 as 十 … 
k=1 
ey 1_1 i 
调和 数 Ne 
1 
调和 级 数 Ho = Dp 二 十 十 
=1 
cA 下 
《函数 ¢(s) = >》 二 
=1 
《函数 和 调和 级 数 6D= 7 
天 三 1 
¢ 函数 和 欧 拉 乘 积 公式 C(s) = a 

















第 9 章 


泰勒 展开 和 巴塞 尔 问 题 





为 此 增加 了 几 章 ， 

用 于 考察 很 多 无 穷 级 数 的 性 质 与 和 ， 

其 中 有 些 级 数 的 和 不 用 无 穷 分 析 是 很 难 求 出 的 。 
欧 拉 ,《 无 穷 引 论 分 析 》[29 





9.1.1 两 张 卡片 


“学 长 ， 有 信件 ! 有 信件 1” 
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总 是 精力 旺盛 的 泰 条 拉 跑 过 来 ， 手 里 挥舞 着 卡片 大 声 喷 道 。 她 的 音量 
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“ 喂 , 泰 条 拉 , 这 里 可 是 图 书 室 ! 我 们 可 是 高 中 生 ! 这 里 需要 保持 安静 。 
能 不 能 小 点 声响 ! ” 


奥 ， 真 是 不 好 意思 。 她 对 我 点 了 一 下 头 ， 然 后 不 好 意思 地 环视 了 一 























二 





















































还 是 和 往常 一 样 的 图 书 室 ， 还 是 和 往常 一 样 的 放学 后 ， 还 是 和 往常 
样 懂 懂 张 张 的 小 丫头 ， 泰 洒 拉 。 
虽然 图 书 室 里 只 有 我 们 几 个 人 ,但 是 太 吵 的 话 ， 惊 动 
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管理 员 ; 











引 E 
































218 第 9 章 泰勒 展开 和 巴塞 尔 问题 








老师 就 不 太 好 了 。 
“ 嗯 , 这 张 是 学 长 的 。” 泰 条 拉 看 了 看 手中 的 两 张 卡片 , 拿 出 一 张 递 给 我 ， 
“这 张 是 我 的 ”说 着 ， 把 男 一 张 揣 在 胸 前 。 

“木村 老师 的 卡片 ， 泰 条 拉 也 拿 到 了 吗 ?” 

“ 哦 ， 是 的 。 我 和 木村 老师 说 我 正在 让 学 长 教 我 数学 ， 然 后 老师 就 把 
卡片 给 了 我 ， 说 一 张 是 我 的 ， 另 一 张 是 给 学 长 的 。 我 ， 泰 末 拉 ， 今 天 就 是 
邮递 员 啦 。 

泰 打 拉 的 脸 上 露出 了 无 忧 无 虑 的 笑容 。 

我 的 卡片 上 面 写 着 这 样 的 式 子 。 



























































































































































PE 











天 ~ 


( 泰 朵 拉 的 卡片 ) 




















































































































“是 的 ， 是 研究 课题 。 根 据 这 张 卡片 自己 想 问 题 ， 自 由 地 思考 讨论 。 
木村 老师 时 常会 给 我 们 出 这 种 问题 ……” 
泰 朱 拉 双手 拿 着 自己 的 卡片 ， 认 真 地 看 着 ,在 思考 式 子 表 示 何 种 意思 。 


“ 嗯 ,但 是 学 长 , 像 sinz = oarz* 这 种 方程 式 ， 我 无 论 如 何 也 和 
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9.1 





























“ 泰 条 拉 ， 这 不 是 求 z 之 类 的 问题 。 也 就 是 说 ， 这 并 不 是 方程 式 。 我 





























“这 难道 不 是 方程 式 ?” 
































“是 的 。 这 不 是 方程 式 , 而 是 恒等式 。 这 卡片 上 的 式 子 就 像 恒等式 一 样 
即 对 于 所 有 的 z 都 成 立 。 我 想 这 是 一 个 求 数列 ao a1, a2,… 的 问题 。 

“ 哦 …… 学 长 ， 能 不 能 提示 一 下 我 啊 ? 后 面 的 主干 问题 我 自己 来 解决 ， 
就 提示 一 下 最 开始 的 一 点 点 线索 好 吗 ?” 

泰 休 拉 的 手 伸 到 了 看 不 见 的 梯子 上 , 通 
直到 达 无 限 的 彼岸 。 









































































































































这 梯子 , 她 一 定 
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mh 
CCY 
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9.1.2 无 限 次 多 项 式 
“ 那 我 们 来 这 样 设 定 问 题 吧 。” 我 一边 说 , 一 边 在 泰和 打 拉 的 卡片 上 开始 写 。 









































问题 9-1 
假设 函数 sin x 能 展开 成 如 下 所 示 的 需 级 数 。 这 时 ， 求 数列 (ax) 的 通 
珊 人 NE 





























Co 
k 
司 m 三 > oa 
k=0 








“什么 叫 虹 级 数 啊 ?” 
“ 像 这 张 卡片 右边 那样 的 无 限 次 多 项 式 就 是 需 级 数 。 多 项 式 一 一 比如 说 ， 
关于 2z 的 2 次 多 项 式 你 总 知道 吧 。” 
“比如 这 个 式 子 。” 她 把 笔记 本 摊 开 。 






























































az2 十 Dr 十 c ”二 次 多 项 式 (?) 
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“是 的 。 但 是 严格 来 讲 是 错 的 。 必 须要 添上 a 关 0。 不然 的 话 ， 比 如 
a 二 0,0 关 0 时 ， 就 不 是 二 次 多 项 式 了 ， 就 变 成 了 一 次 多 项 式 了 。 所 以 要 



































把 条 件 添上 。” 


“好 。” 
她 马上 回应 ， 并 记 在 了 笔记 本 上 。 人 大 
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[ay 
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az2 十 br 十 c 二 次 多 项 式 (a 冯 0) 
































“学 长 ， 这 样 说 的 话 ， 无 限 次 多 项 式 就 应 该 这 样 写 哄 。 但是， 总 觉得 
怪 怪 的 。 


az2ce + bz” 十 cz 十:…， 无 限 次 多 项 式 (?) 








我 ， 原 来 好 是 这 样 想 的 啊 ……- 
“不 ， 那 是 乱 来 ， 秦 条 拉 。 无 限 次 多 项 式 要 从 次 数 小 的 项 开始 写 。 无 


限 次 中 的 “无 限 ” 可 以 用 .… 来 表现 。 比 较 一 下 下 面 的 式 子 就 清楚 了 。” 














































































































ao 十 aliz 十 aazZ2 二 次 多 项 式 (az 去 0) 
“2 十 …， 无 限 次 多 项 式 〈 才 级 数 ) 


Q0 Q1X Q2TX 1 





























“ 啊 ， 原 来 如 此 呀 。 先 写 z 的 指数 小 的 那 一 项 呀 。 不 过 想 想 也 是 应 该 

































































































































































































































































这 个 样子 的 …… 日 是 为 什么 不 用 a, b,c,… 而 是 用 ao a1, a2,… 呢 ?7” 
“因为 系数 使 用 a,b,c,…,z 的 话 ， 那 后 面 的 xz 的 次 数 就 只 能 用 从 0 

到 25 这 些 数字 了 。 字 母 只 有 26 个 呀 。 而且， 要 是 变量 使 用 x 的 话 ， 系 

数 上 就 不 能 再 使 用 x 了 。 另 外， 像 uk 那样 使 用 这 个 变量 ,也 是 出 于 比 






















































































较 容 易 写 通 项 的 缘故 ， 也 就 是 “通过 引入 变量 进行 一 般 化 " 。 导 
我 们 不 使 用 >, ， 将 问题 9-1 的 式 子 改写 试 试看 。 






































sinz 一 ao 二 aiz 十 aaz2 十 .十 akze 十.…. 
—— 
一 般 项 





9.1 
































“到 这 里 就 求 出 了 数列 (ak)》 了。” 
“不 对 不 对 ， 这 还 是 刚刚 的 问题 9-1， 只 是 将 郊 具体 写 出 来 了 而 已 。 

以 sin z 的 变化 为 依据 求 数列 (ak) ， 这 才 是 问题 所 在 。 也 就 是 要 找 出 ao， 
al a2,… 的 实际 的 值 。 
“实际 的 值 能 明白 吗 ? ao, al a2，…… 全 
“ 嗯 ,全 部 。 把 三 角 函 数 sin z 画 出 来 就 是 这 样 的 曲线 ， 即 正 驼 波 。 
看 了 图 像 ， 马 上 就 能 知道 oo 的 值 了 。 我 一 边 绘图 一 边 说 道 。 





















































部 ?” 


























































































































































































































而 图 像 中 的 ao 到 底 表示 什么 呢 ?” 能 不 能 把 ao 具体 等 于 几 说 出 来 














呢 ?” 
“ 啊 ? 我 可 能 不 知道 哦 。” 
“你 一 定 知道 。 你 一 定 能 思考 出 来 。 加 油 ! 再 思考 一 下 。” 
泰 洲 拉 认真 地 对 比 图 像 ， 开 始 探求 oo 的 值 。 



























































































































































a 2 3 
Sl 六 三 Q0 丰 Wi 二 Q2w 夺 08g 和 







































































她 的 表情 非常 丰富 。 开 心 之 时 ， 困 惑 之 时 ， 沉 思 之 时 ， 心 情 都 直接 反 
映 在 了 脸 上 。 光 看 着 她 这 样 ， 我 的 心情 也 都 要 随 她 一 起 波动 起 来 。 
， 大 眼睛 是 她 吸引 人 的 地 方 。 会 动 来 动 去 的 瞳孔 、 奔 张 的 动作 也 让 
人 感觉 很 不 错 。 而 且 最 重要 的 是 她 直 来 直 去 的 性 格 …… 但 是 ， 解 析 那 些 东 
西 很 是 无 聊 的 啊 。 泰 条 拉 啊 泰 休 拉 。 
过 了 一 会 儿 ， 她 很 高 兴 地 抬 起 了 头 。 
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“学 长 。 真 简单 ， 我 弄 出 来 了 。 答 案 是 0。ao 应 该 等 于 0， 对 吧 ?” 

恩 。 正 确 。 怎 么 得 出 来 的 呢 ?” 

“因为 通过 图 像 可 以 知道 ，sin 0 的 值 等 于 0。 图 像 是 经 过 z = 0，y=0 这 
个 点 的 。 也 就 是 说 , 如 果 z 是 0 的 话 , 按理 来 说 式 子 wo + aliz + aaz2 十 :… 也 
应 该 等 于 0， 因 为 它 是 等 于 sin 0 的 。 然 后 ， 如 果 把 zx = 0 代入 式 子 的 话 ， 
剩 下 的 就 具有 ao， 因 为 oo 以 外 的 各 项 都 由 于 z = 0 的 关系 消去 了 ， 所 以 
只 剩 下 ao， 故 ao 的 值 为 01?” 

“确实 如 此 ， 但 是 不 准 大 声 喀 喀 噢 ! ” 

‘那么 往 下 一 步 进行 吧 。ao 以 外 的 值 ， 你 知道 是 多 少 吗 ?” 

奈 打 拉 自 从 知道 自己 想 出 的 ao = 0 是 正确 答案 之 后 ， 眼 睛 睁 得 更 大 了 ， 
全 神 贯 注 地 看 着 式 子 ， 开 始 计算 。 

咽 。 平 时 手忙脚乱 的 泰 条 拉 一 到 关键 时 候 ， 那 ' 注 意 力 的 能 量 还 
真是 令 人 敬佩 。 这 个 也 是 她 吸引 人 的 地 方 。 

泰和 打 拉 开始 投入 到 问题 9-1 的 解决 之 中 去 了 。 

我 也 开始 去 解决 自己 卡片 上 的 问题 沁 六 1 志 。 打 开 笔 记 本 ， 手 握 自动 
铅笔 。 首 先 从 抓 住 具 体 的 状态 开始 。 

这 里 是 图 书 室 。 我 们 是 高 中 生 。 在 安静 的 环境 中 开始 学 习 了 。 
9.2 自学 

在 回 家 的 路 上 ， 我 和 泰 打 拉线 着 小 区 弯 弯 曲 曲 的 小 路 ， 向 车 站 走 去 。 
像 往常 一 样 ， 我 跟着 泰 末 拉 的 步伐 慢 慢 走 。 

“sin z 的 短 级 数 ， 你 思考 到 哪里 了 ?” 





9.2 
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进去 可 以 知道 
为 就 我 对 sin 的 了 








和 以 我 就 想 把 > = 
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自学 ”223 
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1 交 





sin 区 一 0 而已。 
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她 伸 了 伸 食 














叶 ， 小 声 地 说 着 “波浪 








浪 波浪 ” 
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E 纺 
“原来 如 此 。 我 抑制 
“但 是 ， 即 便 知 道 sin 3 

Zz 二 于 代入 右边 的 窜 级 数 后 是 什么 样 ， 


“要 不 要 我 提示 你 一 下 ?” 
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不 住 微笑 
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因为 不 知道 关键 的 部 分 ， 
所 以 还 是 卡 住 了 
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究 函 数 最 强 丰 
河上 左 眼 相 
虽 有 力 的 武器 之 一 是 微 


个 我 还 没有 学 呢 。 听 倒是 





























力 的 武器 是 什么 吗 ?” 
3 枪 打 我 的 档 
听 说 过 的 ， 学 习 的 兴趣 
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子 。 















































也 就 是 
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到 是 有 的 。 
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人 参考 











店 ， 有 很 多 很 多 书 吧 ? 











专门 的 书 





























上 到 
理 女 。 但 是 如 细 








上 选 。 在 学 校 跟 老 师 学 习 时 ， 学 习 的 元 





























师 从 1 到 10 教 的 话 就 太 被 动 了 


能 是 我 说 得 有 点 严重 了 。 


阅读 外 文 






































有 兴趣 的 话 。” 
























































折 以 会 
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很 喜欢 英语 ， 全 吧 ?” 
读 paperback。 


就 等 学 校 老师 教 吗 ?” 
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已 ?9 


























< 解决 ， 我 从 引 


记 后 面 的 容 ……: 



























































阿 ， 我 明 



























































不 等 到 老师 在 课堂 上 教 ， 因 为 
和 白 了 ， 学 长 想 要 


EE 
关口 








5 诉 我 
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“对 。 我 们 是 因为 喜欢 才学 习 的 。 没 有 必要 等 老师 , 也 没有 必要 等 到 上 课 ， 
要 找 一 下 书 , 问题 就 可 以 解决 。 只 要 去 看 一 下 书 就 行 了 。 我 们 要 广泛 地 、 






























































































































































































































































































































































有 深度 地 一 直 往 下 学 习 。” 

确实 ， 读 英语 书 的 时 候 ， 我 会 不 停 地 往 下 看 下 去 ， 也 总 是 期 符 着 读 
下 一 本 书 。 不 是 单单 查 查 单词 ， 而 是 用 thesaurus 来 找 synonym。 啊 ， 
原来 如 此 啊 ， 数 学 也 应 该 像 那 样 自己 不 断 地 学 习 下 去 对 吧 ? 想 想 这 也 是 理 
所 当然 的 事情 …… 时 感到 好 像 不 可 以 自己 随便 先 往 下 学 习 的 样子 ， 因 为 
课 讲 上 还 没有 教 。” 

“我 们 好 像 贫 开 话 题 了 ， 刚 才 说 到 哪里 了 呢 ?” 















































“where were we?” 

4 咕 … 

“ 嗯 ， 学长， 我 们 还 去 那 家 叫 “豆子 ”的 咖啡 店 好 吗 ?” 
我 没有 力量 抵抗 泰 条 拉 的 建议 。 

















SE 



































9.3 在 那 家 叫 “ 豆 子 ” 的 咖啡 店 


9.3.1 微分 的 规则 
和 泰 末 拉 一 起 来 到 车 站 前 那 家 名 叫 “豆子 ”的 咖啡 店 ， 我 已 经 不 知道 
这 是 第 几 次 了 。 不 知 不 觉 中 , 我 们 养 成 了 并 排 坐 的 习惯 。 因 为 面对面 的 话 ， 
式 子 比较 难 阅读 。 坐 下 来 后 ， 我 们 马上 就 推 开 了 笔记 本 。 
“现在 开始 讨论 的 内 容 中 ， 如 果 不 懂 三 角 函 数 的 微分 和 多 项 式 的 微分 
的 话 ， 多 少 有 些 困 难 。 难 的 地 方 我 会 只 讲 一 些 重 点 ， 你 就 认为 那 是 “微分 
的 规则 ”就 好 了 。 
“没关系 。 我 会 加 油 的 。” 泰 条 拉 紧 紧 地 握 着 双手 。 
“假设 sn z 用 如 下 震级 数 来 表示 。” 










































































FT 



































































































































ma 




































































































































































9.3 在 那 家 叫 “豆子 ”的 咖啡 店 225 





突 
SInZ 一 Q0 十 Q10 十 Q20 十 …- 





“sinz 能 这 样 
但 是 现在 不 想 深 入 





























表示 并 不 是 一 目 了 然 的 。 虽 然 必 须要 严格 地 证 明 一 下 ， 


。 我 们 的 目标 是 型 清 无 穷 数 列 (ak) = ao, al az …… 是 一 






































个 怎样 的 数列 。 也 
中 作 函 数 的 究 级 数 








Ti 





就 是 要 把 sin z 这 个 函数 分 解 成 (ak) 这 个 数列 。 这 个 就 
展开 。 到 这 里 为 止 ， 你 都 听 懂 了 吗 ?” 



































泰 条 拉 认 认真 


a 
真 地 点 了 点 头 


























“这 当中 ，ao 的 














o 


直 刚 刚 泰兴 拉 使 用 z=0 找 了 出 来 。 因 为 sin0=0， 






































—、 














所 以 以 下 式 子 成 立 。 
































at SE 








看 着 泰 林 拉 微 微 地 点 了 点 头 ， 于 是 我 继续 说 了 下 去 。 
“你 还 不 懂 微 分 的 知识 ,但 是 现在 没有 时 间 ， 所 以 我 们 暂时 先 不 讲 那 



























































些微 分 的 定义 。 你 



































巴 微分 想 成 是 单单 的 计算 法 则 , 把 微分 看 作 是 “ 根 





可 以 先 | 


























“根据 区 














据 函 数 造 出 函数 的 一 种 计算 "。 反 正 不 管 看 作 什么 都 行 。 
四 函数 造 出 函数 的 一 种 计算 ?” 

“是 的 。 把 函数 f(z) 微分 掉 ， 就 能 得 到 别 的 函数 。 我 们 把 得 到 的 函数 
叫 作 f(z) 的 导 画 数 。f(z) 的 导 函 数 写 成 了 (x)， 当 然 也 有 别 的 写法 ,但 

































































A 


























和 f(z) 是 最 经 对 

















使 用 的 。 
f(x) 函数 f(x) 
+ 微分 
f°(7) 函数 f(z) 的 导 函 数 








“这 里 我 列举 几 个 微分 的 规则 。 虽 然 这 些 规则 根据 微分 的 定义 能 够 严 
格 证 明 ， 但 是 我 们 在 此 先 往 下 进行 下 去 。 
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基 所 


微分 的 规则 (2) : z" 的 微分 等 于 mwz" :。 


(2z") =mz" (指数 下 降 


sa 





/ 


微分 的 规则 (3) : sin xz 的 微分 等 于 cos z。 


























“这 些微 分 的 规则 应 该 是 从 台 就 给 定 的 吧 ? ” 泰 洒 拉 问 道 。 
“ 嗯 ， 是 这 样 的 。 那 么 ， 把 这 个 式 子 的 两 边 用 z 微分 一 下 吧 。 我 在 笔 


记 本 上 写 下 式 子 。 



















































































2 4 
SIDnZ 一 00 十 Q10 十 Q2X 十 asz3 十 aazr 十 …， 


(sin x) 二 (ao 十 ali7z 十 aazZ2 十 aasz3 十 adz4 十. ) 






























































“微分 的 结果 就 是 如 下 形式 ， 这 里 你 应 该 可 以 理解 吧 ? 徐 条 


cosZ 二 Ql 十 2a27 十 3aa3z2 十 4a4z3 十 …- 





她 反复 地 比较 着 微分 的 规则 和 上 面 的 式 子 。 
“ 嘎 …… 左 边 是 微分 的 规则 (3 ) 对 吧 ? 把 sin z 微分 掉 就 变 成 了 cos z， 
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右边 各 项 使 用 了 微分 的 规则 (2 )。” 
“是 的 。 其 实 本 应 该 把 微分 运算 符 的 线形 性 和 对 需 级 数 的 适用 性 也 证 
一 下 的 。 
“ 啊 。 但 是 ao 怎么 不 见 了 呢 ?” 


“ao 是 和 x 没有 关系 的 常数 ， 所 以 适用 微分 的 规则 ( 1 ) 一 一 常数 的 微 
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“我 明白 了 , 学长。 我 终于 理解 根据 微分 的 规则 能 够 得 到 以 下 式 子 了 。 

















3 





2 
cosZ 一 al 十 2a27 十 3a3Z 十 4a47” 十 …. 


9.3.2 更 进一步 微分 
“看 一 下 下 面 这 个 式 子 ,， 泰 打 拉 你 知道 ai 的 值 是 多 少 吗 ? 如 上 


y 三 cosz 的 图 像 马上 就 能 知道 了 。” 
































7 


































































































3 3 
COsT 一 al 十 2a27 十 3a3Z” 二 4a47T .…- 


1 y 三 cosz 的 图 像 








下 
| 
| 
| 















































“ 嘿 和 刚刚 的 问题 是 相同 的 道理 吧 ? cosz=.… 的 式 子 中 ， 
Z 一 0 代入 就 行 了 对 吧 ?” 嘿 …… 就 是 这 样子 的 。 
cos0 一 al 十 2a2 .0 十 3aa3 .02 十 4a4 .03... 






































一 Q1 


“根据 图 像 可 知 cos 0 = 1， 所 以 就 得 到 了 这 个 。 








G1 三 1 


“是 的 。 我 点 了 点 头 。 
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泰 洲 拉 脸 上 露出 了 笑容 。 

“学 长 ! 我 知道 后 面 应 该 是 什么 样子 的 了 。 接 下 来 把 cos z 微分 一 下 吧 。” 
“ 咽 。 说 得 对 ! 因此 ， 如 果 有 (cosz)' 的 计算 法 则 就 好 办 了 ， 也 就 是 
COSXT 的 “微分 的 规则 Be 



































































































































RE OA ~ 


微分 的 规则 ( 4): cos zz 的 微分 等 于 一 sin z。 





(coszZ) =—sinz 
\ R 
“也 就 是 要 把 cos z 微分 一 下 ……: ” 
2 3 
cosZ 一 al 十 2a27z 十 3a3sZ 十 4a47” 十 …: 





J 
(cos 二 二 (al 十 2a27 十 3asz2 十 4a4z3 + ) 








“现在 就 变 成 这 样 了 。” 泰 条 拉 脸 蛋 红 红 地 说 道 。 























一 SinzZ 一 2a2 十 6a32z 十 12aax? 十 …， 




















“ 嗯 。 对 的 。 现 在 要 求 的 系数 是 多 少 呢 ?” 我 问 道 。 
“是 a2。 和 平常 一 样 ， 把 z=0 代 进去 。” 泰 条 拉 急 急忙 忙 地 写 在 笔记 




























































































一 sinz = 2a2 十 6as7z 十 12aaz2 十 …: 刚才 得 到 的 式 子 
一 sin0 = 2a2 把 zx =0 代 进去 
a2=0 根据 sin0 = 0 整理 
“这 样 a2 = 0 就 求 出 来 了 。 好 像 在 不 断 地 用 那个 最 强 有 力 的 武器 啊 。 
































泥 
六 
旨 
洗 
地 


到 感觉 了 。 下 一 个 “微分 的 规则 ”是 什么 呢 ?” 


“ 术 没 都 不 要 紧 | a 
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“可 是 这 回 不 得 不 把 -sin z 微分 掉 啊 ……… 啊 ， 我 知道 了 ! 这 个 根据 
sin z 的 微分 就 可 以 知道 了 ， 对 吧 ?” 

“是 的 。 剩 下 的 就 是 反复 重复 。” 

“反复 重复 ? ” 

“把 sinz 微分 一 下 就 变 成 cosx, 把 cosz 微 分 一 下 就 变 成 了 
一 Sin Z 这 样 就 形成 了 “周期 是 4 的 反复 *。 这 是 三 角 函 数 的 微分 的 
特征 。” 
， 三 角 函 数 的 微分 
Sin 2 全， COS 和 
— COST 《4 一 一 一 Sin 2 
微分 ' 

“我 懂 了 。 那 么 下 面试 着 求 cs。 

— sinx = 2a2 + 6a37 + 12a47? 十 …. 刚才 得 到 的 式 子 
(—sinx) = (2a2 十 6asz 十 12a4z2 + ) 边 微 分 


— COSTX = 6a3 + 24a4z 十 …， 


— COS0= 6a3 
























































a3 一 
6 
“好 ， 求 出 来 了 ，as = - 寺 。 接 下 来 再 
“请 稍 等 。 这 样 一 个 一 个 地 把 系数 求 出 
一 起 考虑 。” 
“ 咽 ? 啊 ， 我 会 了 。” 





























也 是 可 以 的 ,但 


根据 “微分 的 规则 
将 z=0 代 入 


? 




















居 cos0 = 工整 理 

















是 最 好 整体 























230 第 9 章 泰勒 展开 和 巴塞 尔 问题 


9.3.3 sin z 的 泰勒 展开 
我 们 喝 下 已 经 完全 冷 掉 的 咖啡 , 打开 笔记 本 新 的 一 页 。 我 口头 提示 她 ， 














































































































泰 打 拉 自 己 把 式 子 写 在 笔记 本 上 。 
“现在 我 们 要 把 sin 化 长 成 1 全 级 数 。 刚刚 求 出 了 a0, Q1, Q2)， Q3 这 4 人 
系数 ， 接 下 来 要 把 系数 整体 一 起 求 出 来 。 先 把 sin x 的 千 级 数 展开 式 重 新 



































， 2 3 4 5 
SInZ 一 Q0 十 a10 十 Q20 十 Q32 十 Q40 十 050 十 …， 



































样 的 。 不 过 把 z 写成 z! 更 好 些 。” 











上 
放 








: 4 5 
SInZ 一 Qo 十 QI 十 Q27 十 Q3 十 Q47 十 Q50 十 …: 

















“两 边 一 直 微分 下 去 。 注 意 微分 的 时 候 不 要 计算 系数 ， 留 下 积 的 形式 。 
“ 咽 ? 学 长 …… 不 用 计算 吗 ?” 

“是 。 不 计算 。 因 为 把 积 的 形式 保留 下 来 容易 发 现 ' 规 则 性 ' 。 先 试 着 
做 做 看 吧 。 特 别 是 要 注意 常数 项 。” 














































































































“好 。” 
sinx 一 Qo 十 a1x! 十 aazZ2 十 aazZ3 十 aaz4 十 a5z5 十 …: 
二 微分 
cosSZT 一 1. al 十 2.aozl 十 3.asz2 十 4.aaz3 二 5.a5z4 十 …. 
上 微分 
一 SinZ 一 2.1.a2 十 3.2. a3x! 十 4.3. adZ2 十 5.4. a5z3 十 …: 
上 微分 
一 C082 一 3.2. 1.as 十 4.3.2.a4zl 十 5.4.3.a5z2 十 …. 
小 微分 
sinz 一 4.3.2.1.a4 十 5.4:3.2.a5zl 十 …: 
二 微分 
cosSZ 一 5.4.3:.2.1.a5 十 …: 
下 
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“学 长 ! 找到 "规则 人世 








E 了 。5.4.3.2.1 这 种 丰 











澡 




















则 的 积 显现 出 来 
了 ! 一 一 原来 如 此 啊 ， 这 就 是 “微分 的 规则 (2 ) 中 出 现 的 “指数 下 降 ” 的 
意思 吧 。 终 于 搞 懂 了 乘 数 变化 的 规则 性 了 。” 


“对 对 。 




































































己 动手 写 一 下 式 子 ， 那 种 感觉 就 油 然 而 
睛 来 看 ， 用 手 亲 笔 写 写 看 也 是 非常 重要 的 。 泰 傈 拉 。” 
真 的 是 那样 呢 。” 




















Eo 不 是 光 了 眼 































































































“ 接 下 来 ， 我 们 观察 一 下 导 函 数 





























1 7 二 0 时 情况 会 怎么 样 。” 
“好 。 观 察 。 就 像 小 时 候 写 牵 牛 花 观 察 日 记 一 相 















































f 呢 。 咽 …… 因 为 sin 0=0， 
cos0= 二 1， 所 以 ……: ” 

0= ao 
十 1 三 1.al 
0 一 2.1.a2 
= 二 32 le08 
0=4:.:3.:2.1.a4 
十 1 三 5.4.:3.2.1.a5 

“找到 规则 了 。 

















“ 虽 。 左 边 的 1 写成 十 1 是 不 是 更 好 一 点 ?因为 我 们 要 求 的 是 数列 
(ag) 对 吧 ? 所 以 把 上 面 的 式 子 整理 一 下 , 使 ax 都 在 左边 ,， 5:4:3.2:.1 


写作 阶乘 5!， 这 样 sin z 就 能 展开 成 需 级 数 了 。 先 来 具体 地 写 一 下 下 式 的 








































































































ax 吧 。 


SinZ 一 ao 十 az 寺 





“好 ，0 可 以 跳 掉 ，a1, aa a5， 
“ 咽 。 泰 末 拉 写 的 军 级 数 


my 
展开 ， 其 实 就 叫 作 sin z 的 泰勒 展开 。” 
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B 
B 
B 
































“但 是 这 个 要 记 住 的 话 好像 挺 难 的 ， 因 为 很 复杂 。” 





















































“确实 很 复杂 , 但 是 仔细 观察 一 下 , 我 们 会 发 现 这 是 理所当然 的 。 比 如 ， 



































分 母 上 的 阶乘 1! 、3! 、5! 是 通过 多 次 微分 导致 指数 下 降 得 到 的 。 十 和 








交互 出 现 ， 以 及 没有 z 的 偶数 次 方 ， 原因 就 在 于 0, 十 1,0, 一 1 的 有 反复。 
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己 动手 导出 来 就 不 会 忘掉 了 。” 
原来 如 此 。 或 许 并 不 是 那么 难 。? 
























































象 这 样 故意 不 使 用 阶乘 和 寺 次 方 重新 写 一 


























a 
入 
内 
涉 
过 
出 
由 
必 
el 

下 

















PD 六 
1.2.3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6.7 








感觉 很 整齐 ， 这 样 写 也 可 以 吗 ?” 
做 可 以 啦 。 为 了 让 自己 更 好 地 理解 ,为 了 发 现 乐趣 ， 和 尝试 各 种 写 
法 都 是 可 以 的 。 



















































































好 像 欧 拉 在 书 中 也 把 z? 写成 过 zz， 但 是 在 考试 的 时 候 写 























成 zz 就 不 太 好 了 。 好 了 ， 这 样 我 们 就 能 得 出 问题 9-1 的 答案 了 。 


























“ 啊 ， 那 个 卡片 啊 ， 我 都 忘记 了 ! 答案 是 这 样 的 ， 对 吧 ?” 








问题 9-1 








假设 函数 snz 能 


项 公式 。 


9.3 








De 
: k 
TI > OO 
k=0 





“数列 (ah) 可 以 根据 大 除 以 4 的 余数 分 类 。” 我 说 。 


解答 9-1 


9.3.4 极限 函数 的 图 像 





上 除 以 4 的 余数 为 0 时 
k 除 以 4 的 余数 为 1 时 
除 以 4 的 余数 为 2 时 
k 除 以 4 的 余数 为 3 时 




















在 那 家 叫 “ 豆 子 ” 的 咖啡 店 


展开 成 如 下 所 示 的 短 级 数 。 这 时 ， 求 数列 (ax) 的 通 
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话说 回来 ，sin x 的 泰勒 展开 的 含义 ,我 们 再 更 进一步 思考 一 下 。 目 
把 sin z 的 泰勒 展开 写 出 来 。 

"Wess 可 以 写 那个 整整 齐 齐 的 泰勒 展开 吗 ? 总 感觉 想 写 一 下 。 

in 

1 1.2.3 1.2.3.4:5 1.2.3.4:5.6.7 

“ 喂 ， 泰 淋 拉 。 这 个 式 子 是 由 无 穷 级 数 ， 也 就 是 无 限 个 项 的 和 组 成 的 。 
现在 考虑 一 下 无 穷 级 数 中 有 限 个 项 的 部 分 和 。 就 取 到 xz* 项 为 止 的 有 限 个 
项 的 部 分 和 吧 ， 假设 部 分 和 的 名 字 为 sk(z)。 当 然 ，sk(z) 也 是 关于 z 的 














加 


数 。 
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si(z) = 十 工 
过 pa 
哆 () = 小 了 一 十, 写 
9, 1 23 Lo gd 
s7(z) 一 十 二 TTT TTTTL a 
1 To 103d 6. Tod dG 


























我 从 书包 中 把 画图 用 的 纸 取出 来 。 
试 着 画 出 函数 s1(z), sa(7z), ss(z),s7(7),… 的 图 像 ， 也 就 是 = 1， 
3,5,7,… 时 y= sk(z) 的 图 像 。 这 样 就 会 发 现 这 个 函数 在 渐 浙 地 接近 
sin z 的 样子 。” 

我 边 说 边 把 
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像 画 了 出 3 
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联系 





Y= 57(7)= + 
1 1.2.3 12:34.5 1.2.3.4:5.6.7 





























“原来 如 此 。 学 长 ,我 当时 没有 理解 把 sin x 用 知 级 数 来 表示 的 含义 。 
通过 “微分 的 规则 ”得 出 那些 式 子 , 这 个 我 是 理解 的 , 不 过 当时 我 还 纳闷 “得 
时 这些 式 子 又 能 怎么 样 呢 : 。 但 是 , 看 了 这 个 图 像 , 我 明白 了 ,当天 变 大 时 ， 


sk(z) 越 来 越 接近 sin z。 正 蓄 波 不 断 波 出 去 的 样子 好 可 爱 啊 。" 
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\_、 


“但 是 ， 学 …… 学 长 。 我 讲 得 不 是 很 好 。 就 是 说 sin zx 这 个 东西 只 不 过 
是 个 名 字 对 吧 ? 也 就 是 仅 仪 是 把 某 个 函数 写成 sin z 而 已 。 泰 勒 展开 也 只 
是 把 那个 相同 的 函数 用 需 级 数 的 形式 表示 出 来 而 已 。sin x 和 和 需 级 数 的 式 
是 相同 的 。 所 以 ， 变 成 笑 级 数 的 形式 就 显 
得 非常 方便 。 不 好 意思 ， 我 总 是 说 不 好 。 

“不 ,不 , 泰 条 拉 , 你 很 历 害 。 你 把 本 质 搞 届 了 。 想 要 研究 函数 的 时 候 ， 
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“问题 






























































的 话 ， 





行 泰勒 展 
刚 





才 的 sk(z) 那样 ， 





就 能 够 在 方便 操作 
在 考虑 近似 的 人 





的 多 项 式 的 延长 线 




















青 况 时 高 





很 有 帮助 。 


























六 在 处 理 
































奈 级 数 的 










































































的 时 候 要 多 加 注意 。 但 是 寡 级 数 的 














来 ， 在 解 斐 波 那 契 数列 和 卡 塔 兰 数 时 使 























“我 在 学 校 听 老师 





内 容 反而 不 懂 
的 话 压 



































课 的 时 候 ， 


了 。 为 什么 











的 生成 


式 是 非常 


甬 数 也 是 























故 ， 在 做 什么 ， 我 大 脑 全 混 





























小 的 


地 方 
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， 思 路 都 搞 得 清 清楚 











本 本 
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杂 拉 的 理解 


















































区: 
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我 的 话 。 

















地方 都 能 











比如 今天 ， 我 对 


微分 完全 不 懂 ， 








地 级 数 和 泰 草 























到 是 有 生 以 来 第 
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这 些 词语 ， 
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的 话 ， 
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就 能 够 像 玩弄 多 项 











式 一 样 名 














斤 说 。 但 是 ， 我 搞 
究 函 数 。 昌 然 





懂 了 。 如 果 


[我 























使 用 


个 人 








自己 


















































来 做 的 话 肯 






































项 式 一 一 知 级 数 一 一 x* 的 无 限 和 这 样 站 








本 














泰 洲 拉 


es x 
= 
' 准 头 





在 胸 前 握 得 紧 紧 











“我 想 ,今天 从 学 长 这 里 全 


是 不 行 的 ， 但 是 我 现在 知道 要 把 复杂 的 函 
的 方法 了 。” 





的 。 












































' 思 考 问 题 的 
这 都 多 亏 了 学 











道 为 什么 











她 的 视线 突然 从 我 的 脸 上 转移 



































当 要 丰 


要 人 4 


方法 
长 您 响 1” 

















我 是 不 会 忘 i 


要 想到 “ 试 一 试 泰勒 





数 问题 转化 为 无 话 














她 的 脸 


闫 变 得 红 形 彤 














es 
了 本 二 本 


上 上面 
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学 长 的 话 。 学 


























起 头 ， 一 动不动 地 看 着 我 说 




















的 时 间 ， 


“I 


的 。 我 抓 住 了 一 








展开 如 何 ”， 


像 的 那 张 纸 上 。 











真是 对 不 起 。 
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“学 长 教 我 的 泰勒 展开 ， 我 一 生 都 不 会 忘记 。” 


9.4 自己 家 


晚上 。 
我 在 自己 的 房间 里 


























善 村 木 老师 给 我 的 卡片 。 我 设 定 的 问题 是 这 样子 的 。 














贡 




















问题 9-2 
车 下 面 的 无 穷 级 数 收敛 ， 求 它 的 值 。 若 不 收敛 ,请 证 明 。 










































































首先 ， 把 2 具体 地 写 出 来 ， 捕 捉 式 子 的 感觉 。 









































ll 1 1 1 1 1， 
Dr Ltt 


















































逐 项 看 了 看 ,但 是 好 像 不 是 很 简单 就 能 抓 住 线索 的 。 试 试 数值 计算 
器? 也 就 是 说 ， 先 不 管 洒 吃 1 记 这 个 无 穷 级 数 ， 而 是 用 具体 的 n 来 计算 
”_ 志 的 部 分 和 。 和 白天 只 是 一 个 劲 地 钻研 泰 休 拉 的 卡片 了 ， 数 值 计算 也 


只 进行 了 一 点 。 
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3 工 - 工 =1 
= k2 12 
2 
> 二 开赴 注 = 1.25 
站 让-125+ 训 = 1.3611... 
i = 1.423611.… 
k= ke? 
5 1 1 
2 A060 100 
一 1.463611.. .十 二 = 1.491388.…- 
= 2 ' 
7 1 1 
2 i 1.491388 .… 十 六 二 1.511797... 
8 1 1 
和 和 1.511797.… .十 RE 1.527422... 
9 1 1 
bp 总 二 1527422… 十 现 一 1539767… 
业 各 1 1 
陪 na Mr 














还 不 是 很 明白 ， 画 图 像 看 看 吧 。 
打开 书包 却 没 找到 画图 像 用 的 纸 。 号 ? 难道 忘 在 学 校 里 了 ? 
























































































































































kt 


部 分 和 好 像 不 是 急剧 增加 ， 但 是 也 不 能 说 是 收敛 的 ， 就 像 前 几 天 的 
个 调和 级 数 那样 缓 缓 地 发 散 。 
这 么 说 来 ， 这 个 式 子 与 调和 级 数 很 相似 。 
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不 同 的 只 有 一 点 , 天 的 指数 。 这 次 的 问题 9-2， 因 为 是 求 志 的 和 ,所 
以 的 指数 是 2。 另 一 方面 , 调和 级 数 因为 是 求 坟 的 和 , 所 以 的 指数 是 1。 

指数 ， 指 数 。 这 么 说 起 来 ， 米 尔 嘉 告诉 过 我 什么 是 5 函数。 我 把 ¢ 函 
数 的 定义 在 笔记 本 上 又 写 了 下 来 。 







































































C(s) = 5 工 。 (C 函 数 的 定义 式 ) 

















使 用 这 个 定义 ， 调 和 级 数 就 可 以 表示 成 4(1)。 























表示 调和 级 数 ) 





7 








C0) = 六 南 (用 (函数 
k=1 




















问题 9-2 也 可 以 写成 4 函数 的 形式 。 因 为 指数 是 2， 所 以 就 是 <(2)。 























Co | 
= (用 (函数 来 表示 问题 9-2 ) 
= 
























































4 于 了 了 但 是 ， 虽然 这 样 命名 ja 喇 思路 并 没有 扩 啊 。 
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“你 知道 代数 学 基本 定理 吗 ?” 

早晨 ， 刚 进入 教室 ， 米 尔 亮 突然 用 手指 着 我 问 道 。 
米尔 嘉 是 我 的 同班 同学 。 她 很 擅长 数学 ， 她 的 水 平 已 经 完全 超过 了 学 
校 所 教 的 水 平 ， 爱 看 自己 喜欢 的 书 ， 寻 找 问题 ， 然 后 解决 。 我 虽然 也 不 是 
不 擅长 数学 ， 但 仍 不 是 米尔 嘉 的 对 手 ， 不 过 我 也 没有 因此 而 感到 自 插 。 只 
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是 ， 我 也 想 看 看 她 正在 看 的 世界 。 

数学 的 美 、 伟 大 、 深 奥 ， 我 只 是 刚刚 体会 到 了 一 点 点 而 已 。 当 我 站 在 
书店 里 数学 类 的 书架 前 时 ， 就 会 发 现 自 己 还 有 大 半 的 书 都 不 能 理解 。 与 此 
同时 ， 我 也 会 想到 她 。 米 尔 嘉 的 知识 究竟 有 多 少 呢 ? 

于 是 ， 我 开始 迷失 自我 。 正 在 思考 数学 ?正在 思考 自我 ? 正在 思考 
她 ? …… 我 为 我 自己 的 幼稚 而 烦恼 。 她 干什么 看 上 去 都 好 像 很 潇 酒 的 样子 。 
与 她 相 比 ， 我 每 天 只 是 在 摆弄 一 些 式 子 ， 感 觉 慢 了 好 几 百 步 的 样子 。 

不 ， 不 ， 想 这 些 东 西 也 没有 用 ， 也 像 泰 采 拉 那样 说 声 “加油 ” 吧 。 

“米尔 需 ， 代 数学 基本 定理 ? 是 不 是 就 是 ”次 方程 就 有 个 解 ?” 

“ 虽 ,大致 OK。 复 系数 的 n 次 方程 就 有 n 个 复数 解 , 重 根 按 重 数 计算 。” 

“好 长 啊 。” 

“高 斯 老师 发 现 了 它 。 令 人 惊奇 的 是 ， 那 个 时 候 高 斯 老师 才 22 岁 ， 而 

他 是 在 学 位 论文 中 证 明 的 。 用 学 位 论文 来 证 明 这 个 根本 的 定理 真是 了 不 
起 啊 !” 

米尔 嘉 好 像 已 经 开启 了 话 路 模式 。 在 我 来 之 前 ， 她 好 像 正在 对 着 都 富 
悠 修 而 谈 。 我 一 来 ， 都 宫 就 立刻 回 到 自己 的 座位 上 了 ， 好 像 在 说 :“ 还 是 
你 来 听 才 女 米 尔 嘉 的 讲话 吧 ”。 

尔 嘉 把 我 拉 到 黑板 前 ， 开 始 “ 上 课 ”。 

“其 实 ， 真正 的 代数 学 基本 定理 就 是 “任意 复 系 数 的 n 次 方程 至 少 有 1 个 
解 ' 。 如 果 至 少 拥有 1 个 解 a 的话， 用 z 一 a 这 个 因 式 来 除 次 多 项 式 就 行 
了 。 现在 开始 证 明 n 次 方程 anx” 十 an_1x” 十 … 十 Qlx1 十 qo = 二 0 至 少 
有 1 个 解 。 首 先 来 考虑 函数 f(x) = anz” 十 an_17" 1 十 .… 十 Qilxl! 十 Qa0， 
然后 算 一 下 这 个 函数 的 绝对 值 |f(z)| 能 变 成 多 小 。 因 为 要 是 最 小 值 为 0 
的 话 ， 它 就 拥有 解 。 在 这 之 前 ， 先 复习 一 下 有 关 复 数 的 知识 吧 。 好 吗 ?” 

米尔 嘉 写 板 书 的 速度 很 快 ， 她 把 高 斯 的 证 明 写 给 我 看 。 我 一 边 听 她 “ 
课 ”， 一 边 感慨 自己 对 复数 的 理解 还 不 够 。 虽然 听 是 大 致 听 懂 了 ,但 是 事 
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后 自己 不 展开 做 一 遍 还 是 会 有 想 不 通 的 地 方 。 必 须要 自己 证 明 一 下 ， 做 到 
不 看 证 明 过 程 自 己 也 能 证 出 来 。 像 米尔 嘉 那 样 能 够 当场 讲 给 别人 听 ， 则 是 
下 一 个 阶段 了 。 
我 一 边 想 着 这 些 ， 一 边 看 着 米尔 嘉 写 下 来 的 式 子 。 米 尔 嘉 已 经 讲 完了 
代数 学 基本 定理 和 因 式 定理 ， 开 始 进入 使 用 解 来 进行 n 次 多 项 式 的 因 式 
分 解 的 内 容 了 。 
“具体 地 写 一 下 。 假设 次 方程 anz" + an lz" 1 十 … 十 aq1z1 十 a0 二 0 
有 nn 个 解 at az ,an， 左 边 的 n 次 多 项 式 可 以 这 样 因 式 分 解 。” 米 尔 嘉 
一 边 这 样 说 一 边 写 在 了 黑板 上 。 
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一 二 





an 十 an_l7zn 十 :十 oz 二 ao 一 an(z 一 aitz 一 ao (zz 一 an) 














注 
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“也 就 是 说 ， 求 方程 的 解 和 因 式 分 解 是 相关 的 。 这 个 式 子 中 ， 
项 有 am， 这 个 和 最 高 次 z” 的 系数 合 起 来 考虑 的 话 比较 容易 明白 。 如 果 
从 一 开始 就 两 边 同 时 除 以 an, 使 n 次 方 的 系数 变 成 1 就 好 了 。 因 为 是 n 
次 多 项 式 ， 所 以 om 入 0， 用 an 来 除 是 没有 问题 的 。” 
就 在 那 时 ， 教 室 门 口 有 人 叫 了 我 一 声 。 






















































































































































































“ 喂 ， 传 说 中 的 学 妹 来 找 ! 那个 “和 急 吼 吼 小 妹妹 1 ” 















































来 看 热闹 ， 泰 打 拉 脸 变 














Iv 





看 到 学 妹 来 找 我 ， 我 的 同班 同学 都 冲 进 教室 
和 






































































































































得 通红 ， 拿 出 了 我 画图 像 用 的 纸 。 
“学 长 …… 真 不 好 意思 ， 打 扰 您 了 ， 我 是 来 把 这 个 还 给 您 的 。” 
之 后 , 她 别 别扭 扭 地 说 :“ 学 长 …… 我 , 我 看 起 来 真 的 那么 急 吼 吼 的 吗 ? 










































































被 他 们 这 么 说 我 真 的 是 很 吃惊 啊 ! 这 是 什么 意思 啊 ? 下 次 我 可 要 称呼 您 哥 


哥 啦 。” 
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“哥哥 一 定 很 高 兴 吧 。 米尔 喜 面 朝 黑 板 继续 写 着 式 子 ， 朝 这 里 看 也 不 


































































































































































































看 地 说 。 
不 知 不 觉 中 ， 二 个 人 步调 一 致 起 来 了 ， 真 奇怪 。 
“ 哇 …… 这 块 黑板 写 着 满 满 的 式 子 ”是 米尔 嘉 写 的 吗 ?” 
“这 样 说 来 ， 泰 呆 拉 是 知道 “代数 学 基本 定理 ' 的 吧 ?” 
米尔 嘉 背 对 着 泰 采 拉 ， 快 速 地 写 着 代数 学 基本 定理 、 因 式 定理 ， 还 有 




















“n 次 方 和 














旦 式 中 解 与 系数 的 关系 ”。 
“假设 二 次 方程 式 az? 十 bz 十 c=0 的 解 是 a 和 






































BO，az2 十 bz 十 c 一 


a(z 一 aq)(z 一 6) 就 成 立 。 求 方程 式 的 解 和 因 式 分 解 有 关 。 解 与 系数 的 关 





系 如 下 。 米尔 嘉 说 道 。 





























“ 同 


“一 般 地 , 史 次 方程 wanz7 + an liz" 十.… 十 Qix 十 Qo = 二 0 的 解 如 上 


是 Ql 02,*…… ,Qn 的 话 Ee 

















,三 次 方程 式 az? 十 bz2 十 cx 十 d= 二 0 的 解 如 是 
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b 
a 
a 
+5 =ap+By+Ya 


d 
—— = QBY 
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2 
二 Q1Q2 十 Q1Q3 十 … 十 Qn-1Qn 








是 a, 9, > 的 话 


3 
二 Q1Q2Q3 十 Q1Q2Q4 十 … 十 Qn-2Qn-1Qn 
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全 1 各 = 三 (从 al,az，… ,an 中 选择 上 个 相 乘 再 相 加 ) 


Qn, 

















去 


“ 嗯 ， 这 个 就 是 对 次 方程 的 解 与 系数 的 关系 。 

此 时 , 预备 铃 啊 了 。 活 力 少 女 也 疲倦 地 说 “脑子 好 像 被 数学 式 子 洪 满 了 ”， 
然后 摇 摇 摆 摆 地 回 到 了 高 一 年 级 教室 。 
“真是 个 可 爱 的 孩子 呢 ， 是 吧 ， 哥 哥 。 
米尔 癌 这 人 么 说 着 ， 甩 了 甩 刘 海 ， 中 民 镜 。 她 用 手指 优雅 地 在 
空中 描 了 下 波浪 线 ， 我 的 眼睛 便 不 由 得 志 随 着 她 的 手指 。 
说 到 曲线 ， 她 脸 正 的 曲线 我 也 很 喜 那 漂亮 的 嘴唇 ， 以 及 从 中 
发 出 来 的 美妙 的 声音 ， 总 是 让 我 不 由 得 想 去 倾听 。 如 果 比 作乐 器 的 话 …… 
“是 6。 她 说 道 。 


4 中 因 39 
周 ? 
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“上 次 村 木 老师 的 问题 是 6 吧 ? ”米尔 嘉 向 我 出 示 了 卡片 。 





(米尔 嘉 的 卡片 ) 
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MD 
se 









































前 些 日 子 也 是 那样 。 求 调和 数 的 时 候 ， 因 为 米尔 嘉 手 中 的 卡片 是 关于 
6 的 ， 所 以 我 想 这 次 应 该 是 4((2)。 原 来 村 木 老师 在 向 我 们 展示 一 个 问题 的 
种 姿态 啊 。 但 是 泰信 拉 的 卡片 却 不 同 。 

“已 经 解决 了 吗 ? 米尔 嘉 。 
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即 就 做 了 出 来 。 


























为 为 我 记 着 巴 
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问题 ?你 记 着 它 的 管 案 ? ” 




















s 尔 问题 的 答案 ， 所 以 当 我 拿 到 卡片 的 时 候 立 








塞 尔 问 题 。 就 是 求 5(2) 的 问题 。 我 说 了 答案 后 ， 村 木 老 师 音 



































笑 着 说 他 并 不 是 想 要 答案 。 如 果 已 经 知道 答案 的 话 ， 就 要 从 这 个 式 子 中 找 



















































































出 有 趣 的 问题 来 。” 米尔 嘉 各 和 企 肩 。 
“ 咽 …… 是 如 此 有 名 的 问题 吗 ?” 
“巴塞 尔 问题 打倒 了 18 世纪 初 的 所 有 数学 家 ， 是 当时 的 超级 难题 。 在 








欧 拉 老师 出 现 之 前 ， 没 有 一 个 人 能 做 出 正确 答案 。 欧 拉 老 师 解雇 这 个 巴塞 
和 尔 问 题 后 ， 一 举 成 名 。 


。 如 此 难 的 问题 ， 我 们 这 些 人 怎么 会 有 能 力 解 诀 呢 ? 
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“能 解决 
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米尔 嘉 露 出 了 一 副 认真 的 面孔 。 


本 
虽然 这 







































































个 问题 在 18 世纪 初 很 难 ， 但 现在 我 们 的 手中 已 经 


























啦 。 每 天 我 们 都 在 麻 练 自己 的 武器 。 
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米尔 嘉 记 着 那个 答案 不 是 吗 ?” 








二 和 定 ， 



































“ 那 单单 










































































但 是 ,巴塞 尔 问 题 来 着 ? 这 个 4(2) 是 发 散 的 吧 ?” 



























































是 靠 记 忆 力 而 已 。 既 然 老师 特意 给 了 卡片 ， 我 想 思考 一 下 别 
的 问题 。 把 xz 看 作 是 z， 将 问题 扩展 到 复数 的 范围 。” 



































也 还 只 是 在 思考 中 而 已 ,希望 你 























道 吗 ?” 米 尔 嘉 吃 尺 地 看 着 我 。 一 瞬间 ， 她 的 眼睛 发 光 了 。 
于 


不 要 说 。” 
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问题 9-2 
乎 下 











的 无 穷 级 数 收敛 ， 求 它 的 值 。 帮 不 收敛 ,请 证 明 。 
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9.6 图书 室 


9.6.1 泰 末 拉 的 尝试 
“学 长 ， 我 有 一 个 大 发 现 ， 大 发 现 ! ” 泰 淋 拉 兴 奋 地 叫 道 。 
还 是 在 图 书 室 ， 还 是 在 放学 后 。 在 我 正 准备 开始 进行 今天 的 计算 的 时 
候 ， 活力 少女 泰 打 拉 匆匆 忙 忙 地 走 了 进来 。 
“什么 呀 ? 泰 人 条 拉 。” 我 问 道 。 
最 近 连 续 几 天 都 和 泰 条 拉 在 一 起 讨论 ,我 渐渐 没有 了 自己 的 计算 时 间 。 
当然 ， 我 也 不 是 不 想 这 样 。 
“ 嗯 ， 那 个 ， 昨 天 我 们 不 是 将 sin x 进行 了 泰勒 展开 吗 ? 我 在 自己 思考 
的 时 候 , 突然 发 现 了 一 点 。 随 着 z 的 值 的 变化 , sin x 会 好 几 次 都 变 成 0 呢 。 
比如 说 ……” 泰 淋 拉 一 边 说 一 边 拿 出 自己 的 笔记 本 ， 朝 我 挫 开 。 






























































































































































































































































































































































sin 一 0，Ssin2r = 0, Sin3r = 0, :+., sinnn 三 0， 


像 这 样 ， 当 mn=1, 2,3,，… 的 时 候 ，sin nr 都 会 变 为 0。 
“是 啊 。 虽然 我 这 人 么 回答 ， 但 是 也 有 点 焦急 起 来 。 这 不 是 很 理所当然 
的 吗 ? 而 且 …… 
“对 了 ， 和 条 拉 ， 你 可 忘 了 nn 小 于 0 的 情况 哦 。 如 果 你 想 好 好 进行 
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般 化 的 话 ， 应 该 是 这 样 的 。 我 说 。 











Dm 


Si 二 0 和 0; 二 Jl; 让 2y555 




















阿 啦 啦 ， 是 .…… 是 啊 。 确 实 还 有 人 负数 的 情况 。” 泰 打 拉 说 。 
“ 那 接 下 来 就 把 0 的 情况 也 考虑 一 下 。 其 实 把 sin z 的 图 像 画 出 来 ， 然 
后 考虑 一 下 与 z 轴 的 交点 就 一 币 双 雕 了 。” 我 说 。 























































































































































































































“不 知道 怎么 的 , 我 一 个 人 有 点 操之过急 了 。 不 好 意思 哦 , 学 长 这 人 么 忙 ， 
还 来 打扰 您 ……” 
可 能 是 我 的 语气 有 些 严肃 ， 泰 洒 拉 的 热情 一 沙 千 丈 。 她 这 个 人 不 光 是 
在 高 兴 的 时 候 才 表露 出 来 ， 在 自己 意志 消沉 的 时 候 也 是 如 此 。 我 有 点 不 好 
意思 ， 继 续 说 道 :“ 关 于 昨天 我 们 所 说 的 那个 话题 ， 你 想到 些 什么 了 吗 ?” 
“ 嗯 ,想到 了 一 些 , 但 是 也 不 是 什么 重要 的 东西 啦 。” 泰 条 拉 一 边 看 着 
我 的 脸色 一 边 小 心经 翼 地 说 。 

于 是 一 一 
我 一 一 
泰 末 拉 接 下 来 说 的 一 句 话 ， 真 的 令 我 大 吃 一 惊 。 

























































































































































































































































































“我 试 着 将 sin z 进行 了 因 式 分 解 。 


啊 ? 
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“你 说 将 sin z 进行 因 式 分 解 ? 这 究竟 是 什么 意思 呀 ? ”我 问 道 。 


那个 那个 …… 我 找到 了 很 多 满足 方程 snz=0 的 z。 也 就 





















































引 让 小 三 必 


这 个 方程 式 的 解 啊 。” 
泰 末 拉 不 等 我 说 话 ， 又 继续 说 道 : “今天 米尔 需 不 是 说 了 嘛 
程式 的 解 与 因 式 分 解 有 关 。” 
是 归 是 ,但 是 说 到 将 sin z 进行 “ 因 式 分 解 "， 我 还 是 不 太 理 解 泰 条 拉 
的 意思 。 
我 默 不 作 声 ， 泰 条 拉 朝 着 我 继续 说 道 :“ 正 如 刚才 学 长 所 说 的 那样 ， 如 
果 解 是 z = 0, 土 nc, 土 27, 土 3x,… 的 话 ， 那么 就 可 以 进行 这 样 的 因 式 分 解 了 。” 





























求 方 




















































































































































































































sinz = xz(z+ nz — RT)(r+2n)(r — 2n)(r+ Irn) — 3n):.. (7?) 























我 还 是 一 下 子 没 反 应 过 来 。 咽 ?这 样 就 好 了 ? 确实 , 把 z= nx 
代入 后 式 子 变 为 了 0。 

“不 对 ， 泰 末 拉 ， 这 还 是 有 点 奇怪 啊 。 而 且 ，sin x 有 一 个 有 名 的 极限 
公式 。 我 说 。 


































































































“也 就 是 说 ， 当 z 趋向 于 0 的 时 候 ， 钳 二 应 该 趋向 于 1。 当 z 和 0 
常 接近 的 时 候 ， 串 也 和 1 非常 接近 。 但 是 ， 泰 休 拉 你 的 式 子 中 ， 如 果 


假设 z 不 等 于 0， 那 么 两 边 同 时 除 以 z 后 可 以 得 到 这 样 的 式 子 。 


TTT 



















































































Sin 2 





二 (zZ+r)z 一 rz+2r)(z 一 2r)(z 二 3r)(z 一 3r) (7) 
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“ 当 z 趋向 于 0 的 时 候 ， 虽 然 这 个 式 子 左边 的 极限 值 为 1， 但 是 右边 
式 子 的 极限 值 并 不 为 1。 很 明显 ， 有 点 奇怪 哦 。 我 说 。 


















































9.6.2 ”要 到 达 哪 里 


“ 泰 条 拉 ， 你 也 在 思考 巴塞 尔 问题 吗 ?” 


6 哇 ! 7 

















< 蚜 1 

从 我 们 身后 突然 传 来 一 个 声音 ， 把 我 们 都 吓 了 一 路 。 不 知 何 时 米尔 嘉 
已 经 站 到 了 我 们 身后 ， 我 居然 一 点 都 没有 发 现 。 
条 拉 吓 得 把 笔记 本 和 铅笔 盒 都 弄 掉 在 了 地 上 ， 自 动 铅笔 、 橡 皮 、 尺 
子 唑 里 哺 啦 地 酒 了 一 地 。 
“米尔 嘉 ， 不 是 不 是 ， 泰 条 拉 考 虑 的 不 是 
sin z 进行 因 式 分 解 。 我 说 。 


“学 长 ， 那 个 …… 9 寨 尔 问题 是 什么 间 题 ?” 泰 打 拉 边 捡 自动 铅笔 边 
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[日 


团 尔 问题 ， 她 考虑 的 是 将 




































































我 给 泰 条 拉 看 了 看 卡片 ， 向 她 解释 什么 是 巴塞 尔 问题 。 这 是 求 正 整数 
的 2 次 方 的 倒数 之 和 的 问题 ， 就 我 的 卡片 来 说 就 是 求 守 已 ; 志 的 值 ， 就 米 
尔 嘉 的 卡片 来 说 就 是 求 6(2) 的 值 。 当 然 ， 说 到 求 值 就 是 在 “收敛 ”的 前 提 
下 才能 求 的 。 
泰 末 拉 听 了 我 的 解释 ， 露出 很 惊讶 的 表情 。 也 确实 是 如 此 ， 听 了 一 大 
堆 上 自己 没有 考虑 过 的 问题 ,不 一 头 雾 水 才 怪 呢 。 
在 我 说 的 时 候 ， 米 尔 嘉 把 泰 条 拉 掉 到 桌子 底下 的 笔记 本 擒 了 起 
页 页 翻 开 看 。 
“ 叫 。 米尔 嘉 说 。 


“ 啊 , 这 个 ……” 泰 条 拉 想 把 笔记 本 拿 回 来 , 但 是 她 看 了 看 米尔 嘉 的 眼 
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“你 ……” 米 尔 嘉 对 我 说 ， 她 的 目光 没有 离开 笔记 本 ,“ 你 教 过 泰 条 拉 
sin z 的 泰勒 展开 吗 ? 咽 ,原来 如 此 , 这 也 是 村 木 老师 的 行动 计划 啊 ! 对 了 ， 
这 里 为 什么 写 着 “一 生 都 不 会 忘记 ” 呢 ?” 


“不 …… 不 好 意思 1! ”和 秦 条 拉 突 然 抢 回 自己 的 笔记 本 。 
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“ 咽 。” 米 尔 嘉 突然 闭 上 了 眼睛 ， 像 指挥 家 一 样 挥动 起 自己 的 手指 。 她 做 
这 个 动作 的 时 候 ， 周围 人 都 沉默 不 语 。 大 家 就 这 样 默默 地 看 着 她 。 米 尔 嘉 
思考 的 样子 有 股 吸引 我 们 的 力量 。 
米尔 嘉 睁 开眼 ， 说 :“ 从 sin z 的 泰勒 展 
她 这 么 说 着 ， 拿 过 我 手中 的 自动 铅笔 和 笔记 本 台 写 起 了 数学 公式 。 
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“在 这 里 ,假设 z 六 0， 两 边 同 时 除 以 z， 得 到 下 面 的 式 子 。 先 说 明 这 






























































是 把 snz 用 “和 "来 表示 。 
Sin Z2 x zs 站 让 .、 、 
=1 十 十 … ”假设 x 关 0， 两 边 同时 除 以 zx 
多 3! 5! 7! 





“但 是 ， 泰 条 拉 想 到 了 如 下 的 方程 式 。” 


| 





























“我 们 把 这 个 方程 式 的 解 表示 成 下 面 这 样 。 米尔 亮 继续 说 道 。 


























2Z 一 IT ( 风 一 0, 士 1 





CD 
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“使 用 这 个 解 对 sin z 进行 “ 因 式 分 解 '， 泰 洒 拉 是 这 样 想 



































米尔 十 突然 用 一 种 很 独特 的 上 扬 语调 问 道 ， 泰 条 拉 点 了 点 头 。 她 怀 里 
还 抱 着 刚才 从 米尔 训 那 里 抢 来 的 笔记 本 。 那 本 写 有 “一 生 都 不 会 忘记 ”的 
























































































































































“但 是 ， 我 进展 得 不 顺利 。 当 xz 趋向 于 0 的 时 候 ， 吕 = 的 极限 应 该 趋 
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向 于 1， 但 是 我 所 做 的 因 式 分 解 却 变 不 成 这 个 形式 ……” 泰 呆 拉 说 道 。 
“如 果 是 这 样 的 话 ……” 米尔 嘉 的 脸 上 又 浮现 出 一 种 调皮 的 样子 


她 继续 说 :“ 如 果 是 这 样 的 话 , 将 sin z 因 式 分 解 为 这 种 形式 怎么 样 呢 ? ” 








































































































sins =z (1+#) (1 dl el i 


我 和 泰 末 拉面 面相 斋 ， 思 考 起 了 米尔 璐 所 写 的 因 式 分 解 的 式 子 。 泰 末 


拉 迅 速 打 开怀 里 抱 着 的 笔记 本 ， 开 始 计算 
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“ 别 …… 确 实 是 成 立 的 呢 。 当 xz 等 于 0 的 时 候 ， 全 都 变 成 了 0，z 是 
nz 的 时 候 也 都 变 成 了 0， 这 是 因为 在 某 个 地 方 有 (1 - 去 ) 这 个 因 式 。 所 
以 当 z = 0, 士 xz, 士 2r,.… 的 时 候 ，sin x 是 等 于 0 的 。” 泰 呆 拉 说 。 

我 听 了 她 的 话 开口 说 道 :“ 而 且 ， 如 果 像 下 面 这 样 表示 并 2 的 话 ， 当 
z 趋向 于 0 的 时 候 ，sms 也 应 该 是 趋向 于 1 的 。” 


我 在 泰 洒 拉 的 笔记 本 上 这 样 写 道 
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于 -0+ 有 (+ 知人 - 世 (+ 居 (- 基 - 


“ 泰 末 拉 。” 传 来 了 米尔 露 温柔 而 义 有 力 的 声音 。 
“ 泰 条 拉 , 现在 把 他 写 的 式 子 的 右 侧 变形 得 更 简洁 一 点 看 看 。 米尔 嘉 说 。 
































































































































“ 变 得 更 简洁 一 点 是 吗 ? 和 与 差 的 积 是 平方 差 吧 。 因 为 (1 + *) (1 -<) = 
12 - 如 ……” 泰 条 拉 看 了 我 一 腿 ， 这 样 写 道 。 


Sin 2 二 全 x? 1 zx? 1 02 E 
zr n2 2272 3272 


从 这 里 开始 该 癌 哪 里 前 进 呢 ? 面 对 好 像 已 经 看 穿 一 切 的 米尔 喜 ， 不 知 
道 怎 么 的 ， 我 变 得 焦躁 不 安 起 来 。 米 尔 喜 到底 知道 多 少 呢 ? 为 什么 她 提起 














四 
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了 巴塞 尔 问题 呢 ? 村 木 老师 的 行动 计划 到 底 又 是 指 什么 呢 ? 尽 是 些 我 不 明 
的 事情 。 但 是 ， 有 种 预感 告诉 我 ， 会 蹦 吉大 的 东西 。 


米尔 嘉 转 过 身 对 我 说 :“ 现 在 ， 泰 条 拉 用 “ 积 的 形式 ' 表示 了 加 ， 这 

































































mm my 
| 发 
LN” 
i 
而 
三 





































































































是 因为 因 式 分 解 是 将 式 子 用 乘积 的 形式 来 表示 。 另 外 ， 你 写 的 泰勒 展开 是 
把 相同 的 汇 s 用 和 的 形式 来 表示 。 那 么 …… 
米尔 喜 说 到 这 里 ， 停 顿 了 一 下 ， 吸 了 一 口气 又 继续 说 道 : “这 里 ,我 
们 把 泰 条 拉 写 的 “ 积 的 形式 ” 和 你 写 的 “和 的 形式 ' 画 上 等 号 看 看 。” 













































































































































































sinzw 


的 积 的 形式 = 一 一 的 和 的 形式 
2 2 2 2 4 6 


写 到 这 里 , 米尔 嘉 突 然 把 脸 竣 向 正 聚 精 会 神 地 采 着 式 子 看 的 泰 条 拉 , 说 : 
“你 快 发 现 了 吧 ， 泰 条 拉 。” 
泰 条 拉 的 脸 “ 咽 ”的 一 下 涨 得 通红 ， 边 退 后 边 说 :“ 什 …… 什 么 ?” 
于 是 ， 米 尔 嘉 在 我 们 俩 面前 挫 开 双手 ， 轻 声 说 道 :“ 比 较 xz? 的 系数 。” 
看 了 看 式 子 。 
比较 系数 ? 
瞬间 开始 计算 。 
比较 系数 ! 

我 屏 住 了 呼吸 。 
二 
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“左边 的 x 的 系数 是 什么 呀 ? 泰 条 拉 你 明 E 
” 泰 洒 拉 说 。 


“这 个 ， 这 个 是 无 限 个 的 积 吧 。” 泰 4 


“ 那 实际 展开 看 看 1! 


尔 嘉 说 。 
2 2 2 2 
i) 

3272 42n2 










































































巴 ， 泰 条 拉 。 现 在 我 们 把 下 面 的 式 子 展开 看 看 。” 米 


















































12T72 2272 


“但 是 ， 有 之 类 的 数字 在 ， 乱 七 八 粮 的 ， 所 以 先 定义 












































1 


1 
i 


1 由 
3272 


人 三 三 
12 均 2 22 元 2， 





多 式 了 。 米尔 问 说 。 




















成 以 下 无 限 项 积 的 














这 样 的 话 ， 就 可 以 
(1L+az2)(1E 二 bz2(L+cz2)(1L+cdz2) 
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“将 这 个 式 子 按 从 无 至 右 的 顺序 展开 。 

















(1 + ax?)(1 + bz?)(1 + cz)(1 + dx?)..: 





先 来 看 前 2 个 因 式 
H cz2)(1 + adr?)..- 














=(1+ (a+b)r? + abr)(l1 
人 
=(1+(a+b)zr’ 十 abz4)(1L 二 cz2)(1 十 dz2 
再 来 看 接 下 来 的 2 个 因 式 
=(1+(a+b+or ?+ (ab+actbor’ 二 abcz5)(1L 二 dz 





展开 

















， 泰 沙拉 说 。 








“ 呈 ? 怎么 看 上 去 有 规律 啊 。” 看 着 米尔 嘉 的 展 
-我 所 说 的 解 与 系数 之 间 的 关系 响 。z? 的 系数 的 规 和 


“其 实 这 就 是 早 J 


















































E 你 明白 了 吧 。” 米 尔 嘉 说 。 
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妆 

二 
这 
旷 
EY 
瘟 


从 刚才 开始 ， 米 尔 嘉 就 只 和 泰 打 拉 说 话 。 公 式 展 开 的 速 
慢 。 她 大 概 是 为 了 让 泰 条 拉 更 容易 理解 吧 。 
“ 嗯 ， 我 明白 了 ，z? 的 系数 是 a 十 b 十 c 十 d 十 … 吧 。” 泰 条 拉 说 。 
“是 啊 。 这 个 无 限 项 积 的 各 因 式 里 z2 的 系数 (a,b, c,d,… ) 的 无 限 项 
和 (a 十 5 十 c 十 d 十 .…) 就 是 展开 后 的 z2 的 系数 。 那 么 ， 我们 再 回 到 刚才 


“ 因 式 分 解 ” 的 式 子 。” 米 尔 嘉 说 。 









































































































































互 












































Sm? 的 积 的 形式 = 的 和 的 形式 
号 2 2 


米尔 嘉 又 平静 地 继续 说 道 ;:“ 要 求 等 式 左边 展开 时 “z2 的 系数 ”的 计 
只 要 求 出 左边 各 因 式 的 “六 的 系数 和 就 可 以 了 。a 十 5b 十 c 十 4d 十 … 也 
就 是 一 训 iz 一 到 一 一 三 一 。 另 外 等 式 右边 的 “2 的 系数 
一 下 子 就 能 得 知 。 既 然 都 已 经 考虑 到 这 一 步 了 ， 我 们 就 来 比较 一 下 两 边 的 
2” 的 系数 。 以 下 等 式 是 成 立 的 。 
1 1 1 1 . 1 
127r2 22r2 32r2 42x2 3! 













































































































































































泰 打 拉 确认 了 一 遍 米 尔 嘉 所 写 的 等 式 , 说 :“ 把 z2 的 系数 提取 出 来 …… 














咖 ， 是 这 样 的 。 

“你 还 没有 发 现 吗 ? 泰 洒 拉 。 米尔 嘉 说 。 
么 ， 什 么 呀 ?” 泰 沙拉 是 着 大 眼睛 说 。 

米尔 亮 笑 了 笑 ， 露 出 一 副 “不 用 着 急 ， 没 关系 ”的 表情 。 


她 对 着 笔记 本 , 又 继续 向 泰 条 拉 人 解释 道 :“ 整 理 式 子 后 , 可 以 得 到 这 个 。 






















































































































































































“等 式 两 边 同 时 乘 以 xn?……” 
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Ur i _ 
12 22 32 42 =‘@ 
“ 啊 ! 啊 ! 
泰 杀 拉 大 声 叫 道 。 这 可 是 图 书 室 啊 ， 但 是 我 很 理解 她 要 叫 起 来 的 那 种 
心情 。 
“ 解 出 来 了 ， 解 出 来 了 。 书 赛 尔 问题 解 出 来 啦 ! ” 泰 洒 拉 看 了 看 米尔 嘉 ， 
又 看 了 看 我 ， 兴 奋 地 说 道 。 
米尔 嘉 点 点 头 ， 像 在 吟 诗 一 样 说 道 :“ 解 出 来 了 ,巴塞 尔 问题 解 出 来 
了 , 令 18 世纪 数学 家 们 烦恼 的 难题 塞 尔 问题 解 出 来 了 。 真 是 令 人 
伦 司 啊 ! 7” 
米尔 嘉 又 把 式 子 重新 写 了 一 遍 。 
立 二 - 革 
2 ke2 本 
“当然 ， 这 样 写 也 可 以 。 她 又 加 了 一 笔 。 
| 
T 
2) = 一 
6(2) 6 
“好 了 ， 这 下 我 们 的 工作 可 以 先 告 一 段落 了 。” 她 坚 起 食指 ， 焉 了 玛 头 ， 
笑 了 起 来 。 这 真是 最 美好 的 笑容 。 
“真是 …… 不 知 不 觉 中 就 …… 就 解 出 来 了 ! 真神 奇 啊 ! ” 
泰 打 拉 的 思绪 还 在 混乱 之 中 。 
解答 9-2 (巴塞 尔 问 题 ) 
> 了 1 _ 
二 ”外 


9.6.3 向 无 限 挑战 














=| 
AE 


1 的 一 1 























“这 个 订 








天 
当 

















当时 还 以 为 自 














欧 拉 和 我 们 只 相 

“这 下 我 们 也 能 
阿 。 欧 拉 老 ! 
。 我 们 

















问题 的 人 是 羔 昂 哈 德 


那 是 在 1735 外 


个 半 世 纪 


差 十 来 岁 











结婚 后 多 





以 上 的 时 六 


二 年 ? 














9.6 





























" 欧 拉 ， 他 是 世界 上 第 





FE， 欧 拉 老 师 还 只 有 28 岁 ， 














来 回味 欧 拉 

















问 





出 来 了 


吧 ?” 泰 洒 拉 问 

















> 
时 
人 








在 他 结婚 后 的 




















的 解法 啊 。 





o 




















把 总 














E 明 我 证 到 
一 惊 。” 泰 打 拉 说 ,“ 不 知 不 觉 中 











为 x 二 nn 是 sinz= 二 0 




















己 找到 














比较 x? 的 系数 就 把 巴 


止 了 。 米 尔 囊 给 我 看 了 其 














巴 夫 人 小 问题 的 














个 迹 来 解答 。” 



































一 半 的 时 候 就 不 知道 怎 




































































的 解 ， 























巴塞 尔 问 题 就 被 解 开 了 ， 
































所 以 我 还 以 为 可 
了 什么 伟大 的 发 现 


已 




















以 把 si 

















bo 





日 是 ， 我 这 
































分 解 的 方式 ， 在 我 捉 # 





不 定 的 时 候 ， 通 


























害 了 ! ” 泰 洒 拉 说 。 





2 来 J o 真是 太 / 














oo 1 








a 








“而 





Wm A 名 39 
， 还 点 ， 

















Ge: 


我 





我 们 沉 晶 


各 了 一 尺 。 为 什么 














了 











上 刻 ， 大 家 都 在 





部 道 ， 



































我 们 都 觉得 有 点 不 可 思议 。 








“还 














nn(n = 








有 , 为 什么 泰 休 拉 说 的 





天 











2,.… ) 不正 是 方程 各 2 = 0 的 解 吗 ? 为 什么 不 可 以 





的 倒数 之 和 


思考 为 什么 无 理 数 的 


式 分 解 不 可 取 呢 





Pd | 
1 会 是 

















k=0 大 2 


画 





和 变 为 胖 的 时 候 ， 
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现 站 呢 ? 























? "我 问 道 ,“ 





3r) …， (7?) 





T)(Z 十 2r)(Z 


2r)(z 十 3r)(z 
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米尔 嘉 回答 了 我 的 疑问 ， 她 说 :“ 虽 然 nr 是 方程 开 2 = 0 的 解 , 但 
是 这 个 因 式 分 解 的 式 子 过 于 见长 ,还 有 一 定 的 自由 度 。 因 为 如 果 只 有 
Zz 二 nx 这 个 先决 条 件 的 话 ， 像 这 样 整体 扩大 C 倍 都 是 可 以 的 ， 所 以 没有 
遵循 唯一 分 解 定理 。” 

-CCz+nrz-rz+2rz 一 2r(z+3r(z 一 3r) (9?) 

化 

“ 噢 ， 原 来 如 此 啊 ， 米 尔 嘉 。limz-o 于 2 = 工 这 个 先决 条 件 不 能 光 靠 











因 式 分 解 来 表示 啊 。 ”我 贷 然 大 司 
“是 啊 ， 如 果 是 n 次 多 项 式 的 话 ， 


Ho 




















欠 的 系数 是 确 





音 的 值 。 一 般 最 高 次 





es 





o 





























整 这 个 式 子 的 规模 了 。 但 


如 果 是 无 





Ey 




















次 的 系数 如 故 了 。 因 








= | 





本 十 


门 不 知道 
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j 





建立 起 (x 一 nxn) 后 


束 六 
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问题 的 关键 。 在 
方法 比较 有 效 。 





Hl! 

















R 项 计算 之 前 ， 


系数 了 ， 求 上 








的 ， 然 后 就 可 
限 次 多 项 式 的 话 ， 就 不 
Zz~” 的 系数 





LE 








以 根据 最 高 次 


结合 n 次 方 的 系数 ， 可 以 调整 名 次 


的 系数 





k 调 














日 


有 匈 砚 征 


多 少 。 这 样 一 
因 式 (1 一 翅 ) 的 乘积 才 是 解决 


能 按照 最 高 


K， 











我 们 先 调 整 式 子 的 规模 ， 这 种 



































和 广 > 吉日 
米尔 嘉 








测 
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有 眼 




















竟 继 续 说 道 : 








的 论述 方式 还 不 够 








F 么 这 么 说 














化 
式 时 ， 我 们 是 根据 图 像 与 z 
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人 名 巡 











、 

















有 














妆 口 





牛 
际 上 ， 除 
的 短 级 数 


可 以 求 H 
































展开 来 进行 这 个 证 











比方 法 之 外 ， 欧 拉 老 ) 
i 明 真 是 魅力 无 穷 啊 。 正 如 与 z” 


EF， 所 以 我 们 
市 还 留 下 了 




















“但 
因为 在 求 sin x = 0 这 个 方程 


解 为 x = 二 nx， 但 是 虚数 


尼 ? 
的 交点 得 到 方 


还 没有 


儿 














BC(2) 一 样 ， 与 2 全 训 的 系数 对 比 也 能 求 


E 论 ， 


说 起 严密 的 到 





A 











二 





程 的 









































方法 。 但 是 利 





"i 




















讨论 虚数 解 的 可 能 性 。 





刚才 
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关 





Sin 7 





的 系数 

















HC( 正 偶数 )。” 


对比 
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| 巴塞 尔 问题 的 解法 
泰 条 拉 的 卡片 sinz = 0 的 解 
sinz 的 泰勒 展开 sinz 的 因 式 分 解 
吕 * 的 和 的 形式 一 比较 的 系数 +- 骂 * 的 积 的 形式 
1 
这 | 
1 Bl 1 
: 米尔 嘉和 我 的 卡片 

“这 次 ， 虽 然 最 后 进行 整理 的 人 是 我 ， 但 是 我 本 身 就 是 知道 欧 拉 老师 
的 解法 的 。” 

米尔 嘉 边 说 边 站 起 身 。 

“虽说 没有 很 顺利 地 解 出 ， 但 是 泰 条 拉 能 想到 利用 方程 式 的 解 对 sin z 
进行 因 式 分 解 ， 这 是 非常 了 不 起 的 。 虽 然 还 有 不 够 严密 的 部 分 ， 但 是 在 不 
够 严密 的 地 方 也 可 以 向 无 限 发 起 挑战 。” 

说 到 这 儿 ， 米 尔 嘉 把 右手 模 在 华 在 位 子 上 的 泰 条 拉 的 头 上 。 

她 继续 说 :“ 在 向 我 们 的 欧 拉 老 师表 示 敬 意 的 同时 ,也 请 为 泰 打 拉 鼓 掌 。” 
米尔 嘉 率 先 拍 起 手 来 。 我 也 站 起 身 ， 拍 起 手 来 。 

“米尔 嘉 …… 学 长 …… 这 …… 这 怎么 可 以 。” 泰 洒 拉 用 两 手 摸 了 摸 涨 得 
通红 的 脸蛋 ， 瞬 巴 着 双眼 。 

这 里 是 图 书 室 。 我 们 是 高 中 生 。 这 里 要 求 保持 安静 。 

但 是 ， 管 它 呢 ， 介 意 什么 呀 ! 

我 们 向 活力 少女 泰 洒 拉 鼓掌 ! 




















忆 9 言 





泰勒 











巴塞 尔 问题 





可 见 ， 
当 n 为 偶数 时 ， 
状 如 1 十 六 十 去 十 记 十 … :的 任何 一 个 级 数 ， 


它 的 和 都 等 于 fr" 与 一 个 有 理 数 的 积 。 
欧 拉 [5] 








第 10 章 


分 拆 数 





告白 的 答案 在 银河 的 尽头 。 
小 松 美和 [8 





10.1 图书 室 


10.1.1 分 拆 数 
和 往常 一 样 ， 在 放学 后 。 
“我 拿 来 了 哦 。” 米尔 嘉 来 到 图 书 室 ， 手 里 好 像 合 着 村 木 老 师 出 的 题目 。 
她 把 卡片 在 桌子 上 挫 开 ,我 和 泰 打 拉 好 奇 地 凑 过 头 去 。 
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从 村 木 老 师 那 里 拿 到 的 卡片 

假设 有 夯 但 沟 1 范 、 2 元 、 8 元 ,4 元 = 的 蜡 而 。 六 了 灾 付 而 鞠 ， 
请 思考 硬币 的 组 合 方式 有 几 种 。 假 设 组 合 方式 的 个 数 为 Pa (各 种 支付 方法 
称 为 n 的 分 拆 方 式 ， 分 拆 方 式 的 个 数 PP 称 为 n 的 分 拆 数 )。 










































































yy 






































比如 ,支付 3 元 的 方法 有 三 种 ,一 种 是 “1 榴 3 元 硬币 ”， 另 二 种 是 1 
枚 2 元 硬币 和 工 枚 工 元 硬币 ， 还 有 二 种 是 3 疏 1 元 人 硬币。 所 以 遍 三 3 















































问题 10-1 
两 是 多 少 ” 
问题 10-2 


Ps < 1000 是 否 成 立 ? 











6 




















上 

















FE 级 的 学 妹 





这 只 不 过 是 计算 支付 方法 而 已 ， 应 该 很 简单 啊 。” 高 

















泰 打 拉 高 声 说 道 。 
“是 吗 ?” 我 说 。 

“ 嗯 ? PP 不 就 是 要 求 出 总 金额 为 9 元 的 支付 方法 的 个 数 吗 ? 按照 “使 
] 1 元 硬币 的 时 候 '“ 使 用 2 元 硬币 的 时 候 '…… 这 样 的 顺序 来 考虑 不 是 很 
好 吗 ?” 泰 条 拉 说 。 
“没有 这 么 简单 哦 ， 泰 条 拉 。 相 同 面 值 的 硬币 可 以 重复 使 用 ， 所 以 即 
使 是 使 用 1 元 的 时 候 ， 也 必须 要 考虑 “到 底 要 用 几 枚 " 。” 我 说 。 
“学 长 …… 我 不 是 那个 经 常 忘 记 条 件 的 泰 条 拉 了 。 关 于 硬币 枚 数 的 条 
件 我 知道 啊 。 不 过 我 觉得 只 要 耐心 数 的话 总 能 计算 出 来 。” 泰 条 拉 自 信 地 说 。 
“是 这 样 吗 ? 即 使 一 个 一 个 地 数 也 可 能 会 出 错 哦 ， 我 想 还 是 用 一 般 的 
方法 解 比较 安全 吧 。 先 不 管 问题 10-1 中 的 PB， 问 题 10-2 中 的 Pis 应 该 会 
是 个 “了 不 得 的 数字 。” 我 说 。 



































































































































































































































































































































































































































10.1 图 书 室 261 





























“会 这 样 吗 ， 学 长 ?什么 是 “了 不 得 的 数字 '? 只 不 过 是 15 元 的 支付 
方法 嘛 。” 秦 朵 拉 说 。 
“ 泰 打 拉 ， 即 使 是 15 元 ， 组 合 数 也 会 大 得 惊人 的 。” 我 说 。 




















“ 呼 1” 








有 
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沉默 着 没有 开口 说 话 的 米尔 嘉 用 
们 都 怀疑 是 不 是 哪里 爆炸 了 。 
我 们 一 下 子 停止 了 对 话 。 
“ 秦 末 拉 , 你 到 那 边 的 角 洲 里 去 。 你 坐 到 那里 窗 边 的 位 子 。 我 就 坐 丰 
大 家 闭 上 嘴 ， 安 静 思 考 一 下 。 米尔 嘉 命 令 道 。 
听 了 她 的 命令 ， 泰 淋 拉 和 我 互相 点 点 头 ， 说 :“ 知 道 了 ， 我 们 马上 搬 。 

















了 下 桌子 。 那 声音 响 得 让 我 
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一 一 放学 后 的 图 书 室 ， 我们 都 闭 上 嘴 ， 开 始 学 习 。 
































10.1.2 举例 

硬币 的 面额 为 正 整 数 (1, 2, 3,4,…:)， 有 点 与 众 不 同 。 使 用 这 
支付 于 元 ， 求 文 付 方法 的 个 数 一 一 分 拆 数 Pn。 
和 往常 一 样 ， 我 从 比较 小 的 具体 数字 开始 思考 。 通 过 具体 例子 来 感受 
是 非常 重要 的 。 
当 n 为 0 的 时 候 ， 也 就 是 支付 金额 为 0 元 的 时 候 , 方法 只 有 一 个 ， 那 
就 是 “不 付 钱 ”"。 可 以 说 P= 1。 
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Po=1 0 元 的 支付 方法 有 1 种 





























外 


























nn 为 1 的 时 候 ， 也 就 是 支付 金额 是 1 元 的 时 候 ， 只 有 “使 用 1 元 硬 
币 ” 这 一 个 方法 。 所 以 P= 1。 
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P=1 1 元 的 支付 方法 有 1 种 
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n 为 2 的 时 候 ， 有 2 种 支付 硬币 的 方法 , 一 种 是 “使 用 1 枚 2 元 硬 
币 ”， 另 一 种 是 “使 用 2 枚 1 元 硬币 ”。 所 以 Po == 2。 






























































户 二 2 ”2 元 的 支付 方法 有 2 种 





























Ik 

















n 为 3 的 时 候 ， 有 3 种 支付 硬币 的 方法 ,一 种 是 “使 用 1 枚 3 元 硬 
币 ”， 另 一 种 是 “使 用 1 枚 1 元 硬币 和 1 枚 2 元 硬币 ”， 还 有 一 种 是 “使 用 
3 枚 1 元 硬币 ”。 

这 样 写 成 文字 实在 是 太 麻烦 了 ,干脆 就 把 “使 用 1 枚 2 元 硬币 和 1 枚 
1 元 硬币 ”这 种 支付 方法 表示 成 2 十 1 就 好 了 。 也 就 是 说 ， 可 以 像 下 面 这 
样 来 考虑 。 


























































































































































































































2 十 1 


六 一 
1 枚 2 元 硬币 ”1 枚 1 元 硬币 



































这 样 一 来 ， 当 n= 3 的 时 候 ， 就 可 以 表示 成 以 下 3 种 情况 。 
3=3 
= 2+1 
= 1+1+1 





也 就 是 说 Ps = 3。 











户 二 3 ”3 元 的 支付 方法 有 3 种 
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黑 。Ps 可 以 叫 作 “ 支 付 3 元 的 方法 的 个 数 "， 也 可 以 称 为 “将 3 分 拆 
成 几 个 正 整数 的 方式 的 个 数 "。 所 以 我 们 给 Pn 这 类 数 取 名 为 分 拆 数 。 
如 果 nn 为 4 的 话 ， 就 可 以 分 成 以 下 5 种 情况 。 嗯 ,我 有 点 发 现 其 中 的 


诀窍 了 。 
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二 3 十 1 

三 2 十 2 

二 分 于 正平 工 
土 业 直 主 六 于 沙漠 





























己 =5 4 元 的 支付 方法 有 5 种 




































































如 果 n 为 5 的话， 就 可 以 找到 以 下 7 种 情况 。 
5 一 
=4+1 
站 次 
二 3 十 1 十 1 
二 2 十 2 十 1 
rs 
二 1 十 1 十 1 十 1 十 1 























户 =7 ”5 元 的 支付 方法 有 7 种 

如 果 像 这 样 扩大 n 的 数值 ， 就 能 够 逐渐 看 出 一 些 有 规律 的 东西 。 如 果 

数字 不 扩大 的 话 ， 很 难 发 现 其 规律 性 。 以 前 ， 米 尔 嘉 曾经 说 过 “人 少数 例子 

无 法 体现 规律 性 "”。 但 是 如 果 数 字 很 大 的 话 ， 接 下 去 举例 就 会 逐渐 变 难 。 

好 ， 暂且 继续 进行 下 去 。 假 设 n 为 6， 那 就 可 以 展开 成 以 下 11 种 加 
法 组 合 。 




































































































































































































































































6 一 
=5 二 1 
一 4 十 2 
二 4 十 1 十 1 
=3+3 
二 3 十 2 十 1 
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二 3 十 1 十 1 十 1 
2 十 2 十 2 
下 人 让 下 平和 
区 十 工 在 二 笠 工 十 
=1+1+1+1+1+1 
Pe 二 11 ”6 元 的 支付 方法 共有 11 种 















































央 ，( Po, P3, Pi, Ps, Pe ) 二 (2,3,5,7,11)， 是 不 是 与 质数 有 3 


























b 么 疡 是 不 是 13 呢 ? 
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ed 

5 十 2 

5 十 1 十 1 

二 4 十 3 

二 4 十 2 十 1 

二 4 十 1 十 1 十 1 

二 3 十 3 十 1 

一 3 十 2 十 2 

三 2 十 1 十 工 

二 3 十 1 十 1 十 1 十 1 
二 2 十 2 十 2 十 1 
Nn el 
一 二 秆 汪 省 下 间 汪 赴 卫 
二 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 




















户 =15 7 元 的 支付 方法 有 15 种 






































Pr 是 15， 真 可 惜 ， 不 是 质数 。 
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尽管 如 此 ,但 它 至 少 是 在 逐渐 变 大 。 这 样 下 去 的 话 ， 考虑 n==8 和 
nn 二 9 不 会 出 什么 问题 吧 ? 会 不 会 数 错 呢 ? 算 了 , 与 其 有 了 闲 工夫 在 这 里 担心 ， 


还 不 如 耐心 地 数 数 看 。 









































































































































n 二 8 的 时 候 。 

8=8 

三 也 让 1 

=6+2 

二 6 十 1 十 1 

二 5 十 3 

二 5 十 2 十 1 

二 5 十 1 十 1 十 1 

一 4 十 4 

二 4 十 3 十 1 

=4+2+2 

二 4+2++1+1 

三 才 二 1 半 1 半 1 二 并 

三 3 十 3 十 2 

二 3 十 3 十 1 十 1 

二 3 十 2 十 2 十 1 

二 3 十 2 十 1 十 1 十 1 
ee | 
=2+2+2+2 

= ty | 

三 于 交 于 下 下 下 环 二 再 本 
= i | 
= ey es ey el 
慷 =22 ”8 元 的 支付 方法 有 22 和 
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到 了 计算 n= 9 的 时 候 了 。 





9=9 





hl 


于 在 二 本 二 
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所 尝 二 非法 
5 十 2 十 2 


8 十 1 
7 十 2 
7 十 1 十 1 
6 十 3 
6 十 2 十 1 
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Po=30 9 元 的 支付 方法 有 30 种 
























































嗯 ， 这 下 就 解 出 了 村 木 老师 的 问题 10-1。9 元 的 支付 方法 共有 30 种 
9 有 30 种 分 拆 法 。 


问题 10-2 该 怎么 做 呢 
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要 数 出 Pis 是 多 少 ， 那 一 定 是 个 “了 不 得 的 


数字 ' 吧 。 我 应 该 先 求 出 P, 的 通 项 公式 再 求 具体 数值 吧 。 




































































“放学 时 间 到 了 。” 


瑞 谷 老师 登场 了 ! 啊 ， 已 经 这 么 晚 了 啊 。 
加 EE 时 间 就 会 出 现 的 图 书 管理 员 。 她 带 着 一 副 颜 色 逢 
深 的 眼镜 ， 深 到 我 们 甚至 看 不 清 她 的 视线 正 看 往 哪里 ， 她 像 个 机 器 人 那 档 
精密 地 移动 ， 一 直 走 到 图 书 室 中 央 ， 在 那里 宣布 “放学 时 间 到 了 ”。 

那 就 先 到 此 为 止 吧 一 一 问题 10-1 的 答案 是 Po = 30， 而 问题 10-2 的 
答案 还 不 知道 。 
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解答 10-1 


Po =30 


10.2” 回 家 路 上 


10.2.1 斐 波 那 契 手 势 
我 们 三 个 人 走 在 去 地 铁 站 的 路 上 
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奈 打 拉 不 断 摆 弄 着 手指 ， 就 像 
“你 在 干什么 呀 ? ”我 问 她 。 
p 契 手势 。” 她 答 道 。 



































“我 在 做 斐 波 
“ 那 是 什么 呀 ?” 























问 。 












































“您 没 听 说 过 也 是 理所当然 的 , 因为 


















































在 玩 石 头 剪刀 布 的 猜拳 游戏 那 相 





























那 是 我 























“这 个 是 表明 “我 很 喜欢 数学 ”的 信号 噢 ， 


















































































































































































































































































































































































































































己 想 出 来 的 手势 。 她 答 道 。 













































































之 间 的 问候 语 。 











无 论 在 碰面 的 时 候 ， 还 是 在 告别 的 时 候 ， 都 可 以 使 用 哦 。 因 为 这 个 是 手势 ， 
所 以 即使 语言 不 通 ， 相 隔 很 还， 也 可 以 把 自己 的 意思 传达 给 对 方 ， 呵 呵 。” 
她 得 意 洋洋 地 说 。 

“我 给 你 做 做 看 哦 。 

泰 末 拉 对 着 我 伸 出 手指 ， 在 我 瞻 子 前 咱 咱 划 了 四 疾 。 

“你 民 了 吗 ?” 她 间 。 

“ 啊 ? 什么 啊 ?” 

“请 你 仔细 看 清 我 手指 的 个 数 噢 。 我 的 手指 是 以 1, 1, 2, 3 的 顺序 增加 
的 。 

泰 洒 拉 又 比划 了 一 和 过。 确实 ， 她 每 划一 圈 ， 手 指 个 数 就 以 1, 1 2,3 的 
顺序 增加 。 那 然后 呢 ? 

“然后 呢 ， 看 到 对 方 打出 这 个 斐 波 那 契 手势 后 呢 ， 就 要 做 出 石头 剪刀 
布 中 布 的 手势 来 回应 ， 这 是 因为 1,1,2, 3 后 面 接 的 是 5。 手指 的 个 数 呈 斐 
波 那 契 数列 ， 所 以 就 叫 作 斐 汉 那 契 手 势 。 泰 玉 拉 说 。 

“ 啊 ， 对 了 ， 米 尔 嘉 ， 刚 才 Pg 的 问题 ……” 我 对 米尔 嘉 说 。 

还 没 说 完 ， 就 听 泰 末 拉 叫 道 : “和 长 一 一 不 要 无 视 我 呀 。” 

我 朝 米 尔 亮 看 去 ， 她 也 在 那里 咱 咱 地 划 圈 。 

“ 喂 ， 米 尔 嘉 ， 连 你 也 在 划 ， 你 们 到 底 要 做 什么 呀 ? ”我 吃 恢 地 问 。 























“在 比划 辈 波 那 契 手势 





阿 。 对 了 ， 泰 条 拉 ，5 接 














来 的 数字 该 怎么 办 























































































































家 路 上 269 



















































































[ey 





10.2 旧 
呢 ?” 用 两 个 手 来 表示 3 十 5 = 8 吗 ? 如 果 将 这 个 斐 波 那 契 手势 继续 下 去 的 话 ， 
很 快 就 可 以 占用 世界 上 所 有 人 的 双手 了 。 米尔 嘉 说 。 
“没有 , 就 到 5 为 止 了 。 让 我 们 一 起 来 做 做 看 吧 。 我 出 1, 1, 2, 3 之 后 呢 
你 就 用 5 来 回答 我 噢 。1 一 一 1 一 一 2 一 一 3 一 一 ， 好 ， 你 来 。” 泰 打 拉 说 。 
米尔 嘉 微 笑 着 挫 开 手心 。 




















真是 太 丢 脸 了 ， 我 们 又 不 是 小 学 生 。 










































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































但 是 ， 泰 冬 拉 1 个 手指 ， 有 睁 着 大 眼睛 朝 我 看 。 我 真是 无 法 抵抗 ， 
只 好 摊 开 手 以 作 回 应 。 

| Be 

“好 ， 谢 谢 了 。” 

系 条 拉 真 是 个 活力 十 足 的 女孩 ,今天 她 的 情绪 也 是 一 如 既往 地 高 涨 。 
10.2.2 分 组 

我 们 走 到 了 大 道上 。 路 上 有 护栏 ， 人 行道 变 窗 了 。 我 们 变 成 一 列 前 进 ， 
泰 沙拉 在 最 前 面 ， 然 后 是 我 ， 米 尔 喜 走 在 最 后 。 泰 采 拉 时 不 时 地 回头 看 ， 
真是 危险 。 我 吧 ， 被 米尔 嘉 盯 着 后 背 ， 总 觉得 有 点 痒 。 

“问题 10-1 就 是 靠 手 的 体力 劳动 ,问题 10-2 却 是 靠 脑 子 的 脑力 劳动 。 
米尔 嘉 说 。 

泰 末 拉 回 过 头 对 我 说 :“ 我 已 经 把 问题 10-1 做 好 了 ， 现 在 问题 10-2 
正 算 到 一 半 ，Pis 实际 上 也 快 算出 来 了 。 我 终于 明白 为 什么 学 长 说 那 是 “] 
不 得 的 数字 ” 了， 但 是 我 觉得 绝对 不 到 1000 吧 。” 

泰 洒 拉 ， 后 面 后 面 ， 后 面 有 电线 杆 ， 小 心 。 我 提醒 道 。 

“学 长 ， 没 关系 的 。 对 了 ，Ps 的 话 共 有 29 种 情况 对 吗 ? ” 泰 洒 拉 的 
她 的 笔记 本 给 我 看 。 

“ 嘎 ? 是 29 种 吗 ? 不 是 30 种 吗 ? ”我 说 。 
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“这 个 该 怎么 理解 啊 ? ”我 问 道 。 
“ 咽 ? 就 像 你 所 看 到 的 那样 啊 。 比 如 ，Q) x 3 就 是 1 元 硬币 有 3 个 的 























en 
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“ 啊 ， 原 来 是 这 样 。 真 是 有 好 几 种 表达 方式 呢 。” 我 感叹 道 。 
晶 是 你 缺少 了 @) + (8) + 这 种 情况 ”背后 的 米尔 嘉 靠 在 我 户 上 看 
着 她 的 笔记 本 说 。 我 磁 到 了 她 那 头 长 发 ， 一 阵 清香 味 糯 来 。 
“哎呀 ,我 都 验算 了 好 几 次 呢 。 啊 ， 真 疼 。” 泰 休 拉 的 头 撞 到 了 广 


告 牌 上 。 我 不 是 提醒 过 她 咏 ， 唉 ， 真 是 的 。 

















































































































































































































我 们 到 了 地 铁 站 。 

“那么 ， 就 先 到 这 里 了 。 明 天 见 。 米尔 嘉 拍 了 拍 泰 末 拉 的 头 ， 就 迅速 
了 。 她 和 我 和 泰 条 拉 回 去 的 方向 是 相反 的 。 
“ 呵 ， 米 尔 需 …… 我 好 不 容易 设计 了 斐 波 那 契 手 势 ， 就 在 我 们 告别 的 
时 候 使 用 一 下 吧 。” 泰 条 拉 边 说 边 嘎嘎 地 开始 用 手 比 划 。 
于 是 ， 米 尔 庄 举 起 右手 ， 张 开 5 个 手指 ,但 是 脚下 的 步子 一 点 没有 放 


慢 ， 也 没有 朝 这 里 回头 。 
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10.3 “豆子 ”咖啡 店 

















泰 条 拉 建 议 去 喝 咖啡 , 于 是 我 们 去 了 地 铁 站 前 那 家 叫 “豆子 ”的 咖啡 店 。 
她 今天 坐 在 我 对 面 的 位 子 。 
八条 拉 在 咖啡 里 放 入 牛奶 后 ， 都 筷 了 用 勺子 搅拌 ， 就 开始 发 呆 了 ， 感 
觉 和 平时 的 状态 有 点 不 同 。 终 于 ， 她 开始 自 言 自 语 地 说 起 话 来 。 
“我 好 希望 自己 的 数学 能 变 得 更 好 啊 。 虽 然 不 能 户 掉 条 件 这 一 点 非常 
















































































































































































重要 ,但 是 如 果 只 做 到 这 一 点 那 也 不 行 ， 真是 够 哈 啊 。 如 果 靠 手 来 数 Pis 
的 话 ， 真 的 是 一 项 了 不 得 的 大 工程 呢 。” 
说 着 ， 她 长 长 地 叹 了 口气 。 
“在 学 长 的 心 有 我 的 位 置 呢 
“ 啊 ? ”我 吃 了 一 尺 。 
“ 嗯 ?” 泰 条 拉 的 脸 变 得 通红 , “我 …… 我 刚才 说 出 口 了 ?刚才 说 的 你 
就 当 我 没 说 过 哦 ! 啊 ， 不 对 ， 不 要 当 没 说 过 ! 啊 ， 真 是 的 !” 
她 在 我 面前 不 停 地 摆动 着 双手 。 看 上 去 不 是 斐 波 那 契 手势 。 
了 一 会 儿 , 泰 琳 拉 低 下 头 ， 开始 慢 慢 地 说 :“ 学 长 初中 三 年 级 的 时 候 ， 
我 是 初中 二 年 级 。 学 长 ， 你 在 校园 文化 节 中 发 表 了 演讲 吧 。 关 于 二 进 制 的 
演讲 。 在 演讲 的 最 后 ， 学 长 说 过 “数学 跨越 时 空 ”这 样 的 话 。 历 史上 有 和 
多 数学 家 研究 二 进 制 ， 而 且 二 进 制 在 现代 的 计算 机 中 仍然 存在 着 。 "数学 
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跨越 时 空 " ， 直 到 现在 我 依然 记得 学 长 的 这 句 话 。 比 如 17 世纪 研究 二 进 制 
的 数学 家 羔 布 尼 次 并 不 知道 21 世纪 的 计算 机 是 什么 样子 。 虽 然 羔 布 尼 欧 
已 经 离开 了 这 个 世界 ,但 是 数学 却 穿越 时 空 ， 被 现代 人 所 继承 …… 通 过 全 
长 的 话 ， 我 届 得 了 这 个 道理 。 啊 ， 真 的 是 这 样 响 ， 我 有 时 候 确 实 想 到 过 数 























是 跨越 时 空 的 。 
这 么 说 来 ， 我 确实 做 过 这 样 的 演讲 呢 。 
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“学 长 ， 那 时 候 你 放学 后 也 经 常 在 图 书 室 里 吧 。 在 校园 文化 节 结 束 后 ， 
我 也 开始 经 常 去 图 书 室 里 自习 。 不 知道 为 什么 ,我 总 想 靠近 学 长 一 点 …… 
总 在 图 书 室 的 角落 里 看 书 ， 而 学 长 一 直 在 计算 ， 一 定 没 有 注意 到 我 吧 


Uo 


就 这 样 ， 在 那个 冬天 ， 我 泰 末 拉 竟然 成 为 了 进入 图 书 室 最 频繁 的 前 10 人 



















































































































































































































































































一 一 呀 ， 我 还 真 没 注意 到 呢 。 我 一 直 以 为 没 人 会 来 图 书 室 ， 我 一 直 是 































































































尼 
攻打 拉 叉 继续 说 道 :“ 我 …… 当 我 能 够 进入 学 长 所 在 的 高 中 时 ， 我 真 
的 很 开心 。 能 够 给 学 长 写 信 和 真是 太 好 了 。 我 也 很 喜欢 听 你 叫 我 “ 泰 末 拉 '。 
当 你 夸奖 我 说 “ 泰 淋 拉 你 好 厉害 哦 ”的 时 候 ， 我 真 的 觉得 自己 可 以 做 很 多 
事情 。 而 且 你 还 带 我 一 起 去 看 天 象 仪 …… 和 学 长 一 起 …… 还 有 和 米尔 圳 一 
起 …… 讨 论 数 学 真 的 很 开心 。 
一 一 对 哦 ， 我 们 一 起 去 看 了 天 象 仪 呢 。 
她 又 说 :“ 但 是 …… 我 有 时 候 也 会 情绪 低落 。 听 了 学 长 们 之 间 的 交谈 ， 
我 觉得 我 自己 一 个 人 什么 都 不 会 。 就 像 今 天 一 样 ， 出 错 的 只 有 我 一 个 人 。” 
嗯 ， 我 能 理解 她 的 心情 。 当 我 看 米尔 嘉 的 时 候 ， 我 也 有 过 这 





















































































































































































































































































































































































































































“我 的 位 置 …… 在 学 长 的 心目 中 ， 有 没有 我 的 位 置 呢 ? 对 学 长 来 说 ， 
我 可 能 只 是 一 个 做 事 急 急忙 忙 的 学 妹 而 已 吧 …… 但 是 ， 请 学 长 在 您 心中 给 
我 留 一 点 位 置 ， 哪 伯 仅 仪 是 一 个 小 角落 也 好 ， 偶 尔 能 够 教 我 一 点 数学 就 好 
了 。” 她 说 。 















































































































































































































































实 有 一 处 无 法 用 眼睛 看 见 的 空间 ， 那 是 为 泰 条 
拉 留 着 的 人 
我 开口 说 :“ 嗯 。 直 到 现在 ,我 都 非常 喜欢 和 泰 休 拉 交 谈 。 我 很 欣赏 
你 的 率直 和 理解 能 力 。 以 前 我 们 在 “ 神 乐 " 约定 好 了 ， 我 会 教 你 数学 ， 这 
个 约定 不 会 改变 。 其 实 我 自己 也 是 一 个 人 什么 都 做 不 了 。 初 
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室 里 计算 的 时 候 我 确实 是 十 分 享受 。 但 是 ， 我 现在 觉得 更 开心 。 因 为 有 
个 和 我 自由 讨论 数学 的 伙伴 …… 在 我 的 心目 中 , 一 直 都 有 泰 打 拉 你 的 位 置 。 
对 于 我 而 言 ， 你 是 名 副 其 实 的 重要 朋友 噢 。 
“ 停 1” 泰 条 拉 朝 我 挫 开 右手 ， 伸 出 五 根 手 指 说 ,，“ 谢 …… 谢 谢 您 。 我 
真 的 很 高 兴 。 但 是 ， 再 说 下 去 我 恐怕 又 会 说 不 该 说 的 话 ， 所 以 停 下 吧 ， 不 
要 说 了 。” 
小 道 崇 是 曲折 。 

啊 ， 我 知道 了 一 一 在 回 家 路 上 ， 泰 打 拉 走路 很 慢 的 理由 。 
她 是 为 了 延长 与 我 在 一 起 的 时 间 吧 。 
在 高 中 生活 那 有 限 的 时 空 里 。 
























































































































































































































































































































































































































































10.4 自己 家 








在 家 中 























扎 子 钟 显 示 时 间 为 23 点 59 分 。23 和 59 都 是 质数 啊 。 
家 人 都 已 经 进入 梦乡 。 我 在 自己 的 房间 里 做 数学 题 ， 这 是 我 最 幸福 的 






































































































































我 的 父母 对 于 我 挑战 怎样 的 数学 公式 并 没有 什么 兴趣 。 当 我 把 数学 公 
式 变形 成 很 有 趣 的 形式 时 ， 我 欣喜 若 狂 地 跟 他 们 解释 ， 他 们 也 只 是 回应 我 


































































































朋友 是 很 可 贵 的 。 米 尔 嘉和 泰 杀 拉 ， 我 们 互相 出 题 ， 互 相 解 题 ， 互 相 
探讨 ， 用 尽 我 们 的 所 能 挑 右 数 学 问题 ， 共 同 分 享 切磋 我 们 的 解 题 方 法 。 我 
们 之 间 通 过 数学 公式 的 语言 进行 交流 。 我 很 至 受 这 样 的 时 光 。 初 中 时 ， 
我 却 一 直 是 一 个 人 计算 。 啊 ， 不 对 不 对 ， 那 时 ， 在 那个 地 方 ， 或 许 泰 
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好 了 , 要 继续 思考 村 木 老师 的 问题 了 , 就 是 那个 关于 分 拆 数 P 的 问题 。 
至 于 问题 10-2 中 的 Pis 小 于 1000 是 和 否 成 立 ， 我 可 以 用 生成 函数 的 方法 
















































































生成 函数 就 是 利用 z 的 需 次 方 ， 将 数列 的 所 有 项 都 归纳 到 一 个 函数 式 
里 。 到 目前 为 上 上 ， 我 和 米尔 嘉 利 用 生成 函数 求 出 了 斐 波 那 契 数 列 和 卡 塔 兰 
数 。 这 次 的 Pn 是否 也 可 以 通过 生成 函数 来 求 出 通 项 公式 呢 。 只 要 在 通 项 
公式 已, 中 找到 “关于 n 的 有 限 项 代数 式 ”， 问 题 10-2 就 迎刃而解 了 。 

先 把 到 现在 为 止 求 出 的 分 拆 数 Pn 总 结 一 下 。 





























































































































































































































ni0 12 3 456 78 9 
P|1 1 2 3 5 7 1115 2230... 





























假设 该 数列 的 生成 函数 为 P(z) ， 那 么 P(z) 就 可 以 写成 以 下 
就 是 生成 函数 的 定义 式 。 


NN 
路 








PT) Se Pyro + Pri+Pr ?+PBr +Pr i+Pr +... 




















将 Po, PP,… 的 具体 数值 代入 上 式 。 因 为 n 次 方 的 系数 是 Pn， 所 以 
上 式 就 变形 为 以 下 形式 。 












































P(z) = lz0 十 1z1L 十 2z2 十 3z3 +5r 十 7z5 























# 式 上 的 变量 > 是 为 了 避免 数列 的 各 项 出 现 混 乱 而 存在 的 。 将 数列 作 
为 系数 ， 生 成 它 的 就 是 生成 函数 。 
接 下 来 的 步 又 就 是 建立 生成 函数 的 “关于 x 的 有 限 项 代数 式 ”。 

在 求 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 到 的 时 候 ， 我 们 利用 推导 公式 求 出 了 
有 限 项 代数 式 。 通 过 乘 以 z 使 F(x) 的 系数 移 位 ， 真是 怀念 这 种 做 法 啊 。 
在 求 卡 塔 兰 数 Cn 的 时 候 ， 我们 利用 生成 函数 的 积 来 求 有 限 项 代数 式 。 
我 享受 到 了 “划分 ”的 快乐 。 
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分 拆 数 已, 怎么 样 啊 ? 虽说 是 利用 生成 函数 解 题 ,但 也 不 是 像 变 魔术 
样 一 瞬间 就 能 把 题目 解 出 来 的 。 关 于 这 个 数列 ， 我 们 需要 发 现 一 些 本 质 
年 的 东西 。 

关于 分 拆 数 的 生成 函数 ， 我 还 要 做 进一步 研究 。 长 夜 漫漫 。 














































































































































































































































































































为 了 选 出 来 

我 在 房间 里 来 回 践 着 步子 思考 着 。 动 手 算出 具体 数值 是 一 种 非常 重要 
的 解 题 思路 ,但 是 只 用 这 种 方法 的 话 ， 最 终 会 承受 不 起 排列 组 合 的 大 爆发 。 
在 出 现 那 个 “了 不 得 的 数字 ” 之前， 为 了 能 解 出 最 后 答案 ， 需 要 一 个 很 大 
的 飞跃 ， 也 就 是 米尔 亮 所 说 的 “脑力 劳动 "。 再 想 想 ， 再 想 想 。 


















































我 打开 窗子 ， 呼 吸 了 一 下 夜晚 的 新 鲜 空气 ， 从 远 处 传 来 狗 叫 声 。 一 一 
我 为 什么 这 么 喜欢 数学 呢 ?” 数 学 到 底 是 何 物 呢 ?” 米 尔 嘉 曾经 说 过 这 样 的 话 。 






































“ 康 托 尔 曾经 说 过 “数学 的 本 质 在 于 它 的 自由 ”。 欧 拉 老 师 是 自由 
的 ， 他 将 无 穷 大 和 无 穷 小 的 概念 在 自己 的 研究 中 运用 得 如 鱼 得 水 。 
周 率 zt 也 好 ， 庶 数 单位 i 也 好 ， 还 有 自然 对 数 的 底数 e 也 好 ， 都 是 欧 
拉 老 师 最 先 开始 使 用 的 文字 。 欧 拉 老 师 为 世人 在 原本 无 法 跨越 的 河流 
上 搭建 了 桥梁 ， 就 好 比 在 柯 尼斯 堡 上 搭建 了 一 座 新 桥 。 









































桥 …… 我 如 果 也 能 在 未 来 的 某 个 时 候 某 个 地 方 搭建 一 座 新 桥 就 好 了 。 
我 先 来 考虑 一 个 有 点 脱离 生成 函数 的 话题 。 让 我 完 想 想 我 是 不 是 解 H 
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这 是 我 和 泰和 休 拉 之 间 有 过 的 对 话 。“ 回 想 ” 起 自己 曾经 说 过 “思考 是 很 
重要 的 "， 我 不 楷 笑 了 笑 。 思 考 是 很 重要 的 ， 回 亿 也 很 重要 啊 。 

这 是 我 和 泰 条 拉 在 讨论 二 项 式 定 理 时 的 对 话 。 在 计算 (z 十 y)” 的 时 候 ， 
出 现 了 好 几 种 组 合 方式 ， 那 时 秦 杂 拉 惊 果 了 ， 寺 是 我 告诉 她 () 和 aC 是 
同 个 意思 。 

求 (s 十 轨 的 nn 次 方 时 ,分 别 从 % 个 因 式 (z 十 切中 选择 > 和 4 先 
到 的 x 和 wy 的 乘积 就 成 了 一 项 。 在 合并 同类 项 这 种 选择 的 组 合 个 数 就 
在 系数 上 体现 出 来 了 。 

比如 说 ， 在 展开 (z 十 2) 的 时 候 ， 从 3 个 因 式 中 分 别 取 xz 和 yy， 这样 
就 可 以 产生 下 面 的 8 项 。 

(D+ D+HW D+HY = rrr= 7 
(D+ DH IHD) 一 rry=7Y 
(D+ L+H OHY 一 ryr= 7 
(D+ LI+D) T+) = ryy= 7 
(r+ BO+W OHY 一 yrr= 7 
(z+@) B+ (r+) 全 yy= ry 
(z+@) r+ B+Y 一 wri=7ry 
(z+®@) (z+@) (r+) 一 wy= 7 

















如 果 把 它们 全 部 相 加 ， 




















‘A 人 
[a 








同类 项 " 的 话 ， 


























就 变 成 了 乘积 的 














(z +L+Y L+HY =17 +3ry +37y +17y 











的 





也 就 是 说 ， 如 果 系 数 








1, 3, 3, 1 分 另 


J 和 选择 3 个，2 个 ,1 个 , 0 个 z 的 情况 一 致 。 


























n 
~ \k 








， 了 就 





ya 
久 衣 


成 了 以 下 式 子 。 
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ne pe el 


可 想到 这 里 ， 我 的 脑海 中 译 现 出 了 泰 洒 拉 那 表示 佩服 的 表情 ， 就 在 这 


EY 


一 去 那 ， 原 本 在 房间 里 来 回 践 步 的 我 突然 停 住 了 脚步 。 










































































































































































不 知道 怎么 的 ， 我 感觉 像 是 碰 到 了 什么 重要 的 点 。 






































































































































“不 是 回想 ， 是 思考 "一 一 不 对 ， 再 往 后 一 点 。 

“这 种 选择 的 组 合 个 数 就 在 系数 上 体现 出 来 ” 

选择 的 组 合 个 数 就 在 系数 上 体现 出 来 。 

运用 泰 杀 拉 的 分 组 的 方法 一 一 从 因 式 中 进行 选择 ， 有 和 希望 联系 
起 来 ， 一 定 能 和 分 拆 数 的 生成 函数 联系 起 来 。 利 用 无 限 和 的 无 限 积 这 个 方 
法 就 好 了 。 我 明白 了 。 

“如 果 一 旦 明白 什么 , 就 立刻 着 手 去 做 。 我 的 脑海 中 响起 米尔 嘉 的 声音 。 

我 连忙 开始 计算 。 因 为 是 无 限 积 ， 所 以 不 能 找到 “关于 z 的 有 限 项 代 
数 式 "， 但 是 我 可 以 求 出 乘积 形式 的 生成 函数 P(z)。 



































对 ， 就 是 这 个 。 
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一 一 深夜 ， 在 自己 家 ， 我 闭 上 中 

















问题 10-3 (我 自己 假设 的 问题 ) 
假设 分 拆 数 的 生成 函数 为 P(z) ， 求 乘积 形式 的 P(x)。 
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10.5 ”音乐 教室 


一 o 






























































放学 后 ， 在 音乐 教室 里 ， 我、 一 僵 还 有 米尔 嘉 三 人 在 一 起 说 话 。 

你 们 去 讨论 你 们 的 欧 拉 ， 我 呢 就 来 弹 我 的 巴赫 。 

盈 盘 坐 在 钢琴 旁边 弹 着 变奏 曲 边 说 。 她 是 高 中 二 年 级 的 学 生 ， 虽 然 
和 我 一 个 年 级 的 ， 但 是 不 与 我 和 米尔 璐 同班。 她 


强 音 ” 的 会 长 ， 是 一 个 非常 喜欢 琴键 的 小 女孩 。 



































































































































担任 钢琴 爱好 者 协会 “最 
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“ 嗯 ,巴赫 很 好 啊 。” 米 尔 高 边 笑 边 把 两 手 放 在 身后 ， 合 着 钢琴 的 拍子 
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步 在 音乐 教室 里 来 回 走动 ， 一 副 很 陶醉 的 样子 。 她 的 心情 很 好 。 


UU 


才 了 ， 泰 末 拉 今天 会 来 吗 ? 不 是 只 要 有 你 在 的 地 方 ， 不管 在 哪里 她 














































































































































































































都 会 过 来 的 吗 ? ” 熏 盈 一 边 继续 弹 奏 一 边 朝 我 问 道 。 
泰 洲 拉 。 
“ 那 孩子 并 不 是 一 直 追 随 着 我 哦 。” 我 说 。 
就 在 那 时 ， 泰 条 拉 怀 里 抱 着 笔记 本 走 进 了 音乐 教室 。 
























































“ 啊 ， 原 来 您 在 这 里 啊 。 我 看 您 不 在 图 书 室 ， 还 想 您 怎么 了 呢 。 















































“她 还 妃 得 真 紧 啊 。” 盘 和 盈 小 声 咬 咕 道 




















“是 不 是 给 你 们 添 麻 烦 了 ? ” 泰 条 拉 打 量 着 我 们 。 




















“没关系 ， 泰 条 拉 。 我 也 没什么 要 紧 的 事情 做 。” 我 说 。 
“你 听 到 我 那 令 人 感动 的 演奏 了 吗 ?” 和 大量 问 。 















































“ 咽 嗯 , 我 听 了 。 一 一 响 ， 对 了 。 我 说 ,“ 泰 灯 拉 来 得 正好 ， 大 家 一 









































起 来 讨论 一 下 昨 晚 的 成 果 吧 。 米 尔 嘉 ， 我 可 以 写 写 分 拆 数 的 式 子 吗 ?” 


“你 的 意思 是 说 你 求 了 通 项 Pn 的 有 限 项 代数 式 吗 ? ”米尔 嘉 顿 时 站 起 号 ， 
很 严肃 地 问 我 。 





































































































没有 ,不 是 ,我 并 没有 求 出 通 项 公式 已, 的 有 限 项 代数 式 ， 而 是 求 
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得 了 生成 函数 P(z) 的 无 限 积 的 形式 。 我 说 。 
“ 那 就 好 。 米尔 需 的 脸 上 又 露出 了 笑容 。 
“那么 就 用 前 面 的 黑板 吧 。 我 走 到 音乐 教室 前 面 ， 滑 动 了 一 下 黑板 ， 
准备 开始 写字 。 米 尔 嘉 和 泰 洒 拉 也 谈 了 过 来 。 
盈 重 说 :“ 啊 呀 ， 你 们 开始 做 数学 了 啊 。 边 说 边 停 下 了 弹 钢琴 的 手 。 
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10.5.1 我 的 发 言 (分 拆 数 的 生成 函数 ) 
“为 了 解 出 问题 10-2， 我 想到 了 求 分 拆 数 Pn 的 通 项 公式 。 为 此 首先 
要 求生 成 函数 P(z)。 生 成 函数 P(z) 可 以 写成 以 下 形式 。 我 说 。 












































P(z) = Pox + Pz! + Pr + Pr + Prt+ Pr +... 





























“我 只 是 照 定义 式 的 样子 写 出 了 这 个 式 子 。 我 自己 假设 了 问题 10-3“ 寻 
找 乘积 形式 的 生成 函数 P(z)  。 但 是 在 解 问题 10-3 之 前 ,为 了 便于 说 明 ， 
我 们 先 来 考虑 一 下 接 下 来 的 问题 10-4， 就 是 对 硬币 的 枚 数 和 种 类 加 以 限 
制 的 “ 带 有 限制 的 分 拆 数 ” 问题 。 我 说 道 。 
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一 | 




















问题 10-4 “ 带 有 限制 的 分 拆 数 ” 
1 元 硬币 、2 元 硬币 和 3 元 硬币 各 有 1 榴 。 支 付 3 元 的 方法 有 几 种 ? 

































































P| 





“这 个 问题 10-4 并 不 难 。 因 为 限制 了 硬币 的 种 类 , 只 有 1、2、3 元 ， 
而 且 各 种 硬币 都 只 有 1 枚 ， 所 以 支付 3 元 的 方法 只 有 两 种 ， 一 种 是 使 用 1 


元 和 2 元 硬币 ， 还 种 是 使 用 3 元 硬币 。 这 就 是 答案 。 




































































































































































解答 10-4 
2 种 。 
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“对 了 ， 利 用 问题 10-4， 我 们 习 
各 种 硬币 能 够 支付 的 金额 。 










































































说 明 一 下 生成 函数 。 我 来 列举 一 下 使 














使 用 人 可 以 支付 的 金额 是 0 元 或 者 是 1 元 。 

















使 用 人 @) 可 以 支付 的 金额 是 0 元 或 者 是 2 元 。 





























使 用 人) 可 以 支付 的 金额 是 0 元 或 者 是 3 元 。 



































“在 这 里 ， 我 们 考虑 一 下 以 下 式 子 。 








部 分 表示 “可 以 支付 的 金额 '*。 为 了 便于 弄 


不 明 E 






































它 使 用 了 形式 上 的 变量 x， 指 数 






































E 解 ，1 可 以 写作 x"。” 





(x? 十 zl) (rx 十 Z2)(z0 十 2Z3) 




















“原来 如 此 。 一 A 人 




















































































































“ 泰 末 拉 ， 刚 才 的 式 














“原来 如 此 呢 ? 


意思 啊 。” 米尔 嘉 说 。 
“是 啊 。” 我 微笑 着 说 。 
“米尔 嘉 ， 你 说 什么 
。 学 姐 ， 学 长 ， 拜 托 你 们 按照 逻辑 顺序 把 话说 清楚 好 吗 ? " 泰 打 拉 
始 抱怨 起 来 。 这 时 ， 盈 盈 弹 奏 起 滑稽 的 片段。 


“你 继续 说 说 看 ”米尔 露 说 。 


学 长 ， 你 说 什么 “是 啊 ” 呢 ? 我 






































子 应 该 这 样 理解 哦 。 我 说 。 





(z0 十 £1) (2° 十 2Z2) (x° 本 Z3) 
一 一 一 一 一 .一 一 
人 的 部 分 人 @O 的 部 分 


















































而 且 可 以 文 付 的 所 有 可 外 








“展开 后 或 许 你 就 能 














bb 


6 性 都 变 成 了 项 时 








里 解 了 。 各 个 硬 


过 





上 
上 





人 @@) 的 部 分 


币 所 能 支付 的 金额 变 成 了 指数 ， 
现 。 我 又 说 。 
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(z0 十 zi)(z0 十 z2)(z0 十 z3) 一 了 


























“比如 说 ，z 和 这 一 项 的 指数 1 十 2 十 0 可 以 这 样 理解 。 











1 ”使 用 GD 可 以 支付 的 金额 1 元 
2 》 使 用 @O) 可 以 支付 的 金额 2 
0 》 使 用 @) 可 以 支付 的 金额 0 元 
















































































“学 长 ,等 一 下 。 可 我 还 是 不 太 明 和 白 x1121? 的 意思 。 如 果 使 用 1 
枚 QD)、1 枚 (@)、0 枚 (8), 那么 指数 就 不 应 该 是 1 二 2 十 0, 而 应 该 是 
1 十 1 十 0, 不 是 吗 ?” 泰 朱 拉 一 副 很 认真 的 表情 ， 不 停 地 追问 。 
“ 啊 ， 不 对 。 这 里 考虑 的 不 是 天 元 硬币 的 枚 数 " ， 而 是 元 硬币 可 以 
支付 的 金额 '。” 我 说 。 
“如 果 是 我 的 话 ， 我 会 把 它 称 为 “k 元 硬币 页 献 的 部 分 '。” 米 尔 嘉 说 。 
“学 长 ， 我 有 点 明白 了 。 确 实 ， 看 了 展开 式 后 ， 从 z 的 指数 能 够 看 出 
使 用 人 四、 四 、 团 进行 支付 的 所 有 可 能 性 ， 但 是 还 是 有 些 不 可 思议 。 为 什 
么 非得 考虑 (z0 + x7)(x? + z2)(z0 + z3) 不 可 呢 ?” 泰 洒 拉 问 道 。 
“这 个 嘛 ， 是 因为 “公式 的 展开 方法 ”和 “支付 方式 的 所 有 可 能 性 的 获 
取 方 法 ' 的 原理 是 相同 的 。 将 (z9 + zlj(z0 + x?)(z0 + z3) 展 开 时 ， 各 项 是 
这 样 形成 的 。 我 答 道 。 
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。 从 x0 十 zx! 中 选择 项 ， 
。 从 x? 十 z2 中 选择 项 ， 
。 从 zo 十 za 中 选择 项 ， 然 后 求 积 。 




































































“这 种 选择 方法 和 下 面 这 种 考虑 支付 方法 时 的 做 法 一 样 。” 







































































金 
。 选择 用 (2) 来 支付 的 金额 ， 
人 金 


- 金额 ， 然后 求 和 。 









































“哈哈 ， 原 来 如 此 。 我 明白 了 。 为 了 求 出 所 有 组 合 ， 所 以 就 把 式 子 展 
es 呵呵 。” 泰 杀 拉 似乎 可 以 接受 我 的 说 法 。 
于 是 我 继续 解释 。 

































































“整理 展开 后 的 式 子 ， 我 们 可 以 得 到 以 下 式 子 。 合 并 含有 x* 的 项 ， 也 
就 是 合并 同类 项 ， 按 照 指数 从 小 到 大 的 顺序 进行 排列 。 
















































































(xz +z)(z + 7 )(z" 十 23) 我 们 关注 的 式 子 
一 xz0+0+0 | xz0+0+3 | 0+2+0 | 0+2+3 
二 zl+o+0 | 1+0+3 | pl+2+0 | jl+2+3 
二 zx + 十 x 十 x + x! | 2 | 23 | re dei 
=7x 4x +r 2 +r +r +r 同类 项 ， 按 照 指 数 

















多 到 大 的 顺序 排列 











“ 泰 条 拉 ，z? 前 的 系数 变 成 了 2 吧 。 你 认为 这 个 意味 着 什么 呢 ? ”我 























问 道 。 
“ 嗯 ， 你 是 问 为 什么 系数 是 2 吗 ? 一 一 因为 z? 的 项 只 有 两 项 啊 。 具 体 
说 来 ， 就 是 201013 和 zx11210。 一 一 原来 如 此 ， 我 明白 了 。zxw? 前 的 系数 变 
成 2， 就 表示 支付 的 金额 是 3 元 时 支付 方法 有 2 种 。” 她 说 。 






































Et 






















































































“ 正 是 如 此 。 我 们 
上 的 变量 和 











多 式 


pe 
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方法 的 个 

















Me 


里。 





我 问 

















一 交付 


悦 然 大 悟 。 


“是 啊 。 


木 老师 的 问题 10-1 及 问题 10-2 


数 ”。 


因为 





b 么 ， 





来 考虑 
的 寡 的 和 。 然 后 ， 


























问题 10-4 














常 相似 。 存 在 使 
额 是 n 时 支付 方法 的 


(z0 + zl)(zo 二 z2)(z0 二 z3) 是 4《 


“原来 如 此 
原来 像 (z 二 2z)(z 二 2) 
数 啊 。 迷 你 和 
”我 继续 说 道 。 








E 成 函 














到 
除 对 硬币 的 














枚 数 和 














0 
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式 








十 方法 


“ 文 付 金 额 是 n 时 支付 方法 








的 个 数 ” 是 
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拉 刚 才 说 的 话 
z” 的 系数 是 


10.5 
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。 在 我 们 面 
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前 是 使 














6 -| 
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的 个 数 ) 











的 枚 数 和 





' 类 都 受到 PB 


人 























H 现 的 分 














个 数 





儿 数 
， 而 它 的 系数 又 是 “ 文 


2 区 上 


金额 


二 日 


究竟 是 


四 
AE 





ni 











十 公 日 


阿 ， 是 分 拆 数 ! ” 泰 采 拉 


制 ， 所 以 和 村 














情 





况 也 非 





\ 同 。 但 是 ， 
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对 





区 











况 只 喇 能 是 4 


E 成 函数 了 。 








过 这 





























民 制 的 分 拆 数 ” 的 4 








E 成 


(2° + ) (x 十 z2)(z0 十 23) 








说 到 各 





E 成 函数 





























现 无 穷 级 数 , 我 还 以 为 会 很 麻烦 1 
那么 少 的 有 限 项 积 也 会 成 为 
































函数 。” 我 i 


也 就 是 说 ， 





问题 10-4 的 “ 带 有 限制 的 分 拆 数 ”的 生成 函数 





尼 。 


























此 为 止 我 们 所 说 的 是 “ 带 有 限 


© © OO 


用 
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时 的 限 
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过 这 是 








2Z1)(z90 











而 是 “无 限 : 


项 和 的 了 


毛 限 项 积 ” 


1 








个 捏 饭 





团 的 











中 的 分 拆 数 "。 从 这 里 开始 ,我 





F 势 。 


门 解 
































壬 
1 





央 。 但 是 ， 讨 论 的 推 


进 方法 还 是 相 





同 的 。 只 不 








十 Z2)(z0 二 23) 这 种 “ 冰 





”"， 如 下 所 示 。 








限 项 不 











口 9 











上 的 在 


限 项 积 ”， 
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(2 +z 十 2 十 2 十 …) 贡献 的 部 分 
x (z+ 十 z 十 z 十 …) 贡献 的 部 分 
x (x + rw +rx +...) 贡献 的 部 分 
x (2? 二 x 十 十 2 十 …) 贡献 的 部 分 
有 
x (ze rw 二 ) (贡献 的 部 分 
So 
E 限 项 和 的 出 现 与 不 限制 硬币 枚 数 这 一 条 件 相 对 应 。 
E 限 项 积 的 出 现 与 不 限制 硬币 种 类 这 一 条 件 相对 应 。 
展开 这 个 无 限 项 和 的 无 限 项 积 后 ， 支 付 方法 的 所 有 可 能 性 就 可 以 一 口 
气 算 出 来 。 求 出 乘积 ， 合 并 同类 项 之 后 ， 我 们 就 可 以 开始 观察 z” 的 项 。 
这 样 一 来 ，z” 的 系数 就 是 n 的 分 拆 数 。 为 什么 这 么 说 呢 ? 这 是 因为 z” 的 
系数 就 和 “n 元 的 支付 方法 的 个 数 ” 相 同 。 
“系数 是 分 拆 数 的 形式 上 的 需 级 数 "， 也 就 是 上 面 所 写 的 无 限 项 和 的 无 
限 项 积 , 就 是 “分 拆 数 的 生成 函数 ”"。 这 样 一 来 , P(x) 就 可 以 写成 以 下 形式 。 
































P(x) =(z + ri +r +r +) 




















x (2 二 2 十 2 二 25 十 .…) 
x (z+ 二 x 十 2 十 …) 
x (x" x zs wy 
x. 

(zz 十 了 2 十 za 十. 
> 
























































得 象 成 0<zx<1 




















好 了 ,在 这 里 我 们 转变 一 下 视角 。 将 形式 上 的 变量 z 想 
的 实数 ， 然 后 用 等 比 数列 的 公式 来 计算 。 这 样 





























来 ,元 硬币 贡献 的 部 分 


10.5 音乐 教室 285 











就 可 以 表示 成 以 下 的 分 数 形 式 。 



























































NSNN 
出 
口 





P(z) 中 的 无 限 项 和 都 可 以 用 这 个 公式 来 表示 成 分 数 
1 


P(x) = 一 一 一 











“无 限 项 和 的 无 限 项 积 ” 变 为 了 “分 式 的 无 限 项 积 "。 这 就 是 变 成 了 乘 
积 形式 的 生成 函数 P(z)。 我 们 把 x〈 乘 号 ) 统一 写成 (点 号 )。 

















解答 10-3 (分 拆 数 书 ,的 生成 函数 已 (z)” 积 的 形式 ”) 























我 们 来 整理 一 下 到 此 为 止 的 内 容 吧 。 为 了 求 出 村 木 老师 问题 10-2 
;想到 要 先 求 出 通 项 公式 Ph。 为 此 ， 我 又 想到 了 求 PP 的 生成 函 
数 P(z)， 并 自己 假设 了 问题 10-3。 最 后 ， 如 上 面 的 解答 10-3 所 示 ， 我 习 
得 了 乘积 形式 的 生成 函数 P(x)。 

接 下 来 ， 我 准备 考虑 下 面 的 问题 X。 
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问题 又 
将 下 面 的 函数 P(x) 进行 需 级 数 展开 的 时 候 ，z? 的 系数 为 多 少 ? 


















































外 1 站 
1 一 ZL 1 一 z2 1—zx3 





BC 




















xz” 的 系数 为 P,。 求 出 通 项 公式 已, 后 ， 再 来 探讨 一 下 问题 10-2 中 的 
不 等 式 Pis 是 否 小 于 1000。 



































“ 求 分 拆 数 的 通 项 公式 ”的 “旅行 地 图 ” 


























分 拆 数 。 一 一 生成 函数 P(z) 
| no 
分 拆 数 的 通 项 P。 《ax 积 的 形式 的 生成 函数 P(z) 
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六 
族 
性 
| 
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求解 吗 ? ”米尔 嘉 立即 开口 问 道 。 












































“ 嗯 。 不 过 如 果 只 是 证 明 问 题 10-2 的 不 等 式 的 话 ， 是 没有 必要 非 求 出 
PP, 不 可 的 ， 不 是 吗 ?” 米尔 嘉 说 。 

“这 个 …… 道 理 上 来 讲 是 这 样 的 ”我 开始 不 安 起 来 。 

“不 过 我 既 没 有 求 出 通 项 P,， 也 没有 求 出 Ps， 就 把 问题 10-2 解答 
来 了 。” 米尔 嘉 说 。 

“ 啊 ?” 
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10.5.2 米尔 嘉 的 发 言 (分 拆 数 的 上 限 ) 

“只 要 证 明 问 题 10-2 的 不 等 式 Pis < 1000 的 话 ， 不 一 定 非 要 求 出 Pis 
的 值 。” 米 尔 嘉 一 边 这 样 说 ,一 边 跟 我 调换 了 一 下 位 置 ， 站 在 了 黑板 前 。 

分 拆 数 Pi 会 急剧 增加 ， 变 成 泰 条 拉 所 说 的 “了 不 得 的 数字 '。 所 以 
在 这 里 ， 我 想 先 分 析 一 下 分 拆 数 P 的 上 限 在 哪里 。” 

上 限 指 的 是 什么 呢 ?” 泰 条 拉 马 上 问 道 。 

上 限 指 的 是 ， 对 于 任意 大 于 等 于 0 的 整数 n， 满足 P, < M(n) 的 函 
数 M(n)。 虽 然 Pn 会 随 着 nn 的 变 大 而 变 大 , 但 是 不 会 大 于 M(n)， 这 个 
M(n) 就 是 上 限 。 另 外 ， 上 限 有 无 数 个 ， 而 不 是 仅 限 于 一 个 。 

“就 是 说 上 面 有 一 个 界限 么 ?” 泰 打 拉 把 手 放 在 头顶 上 说 。 

“对 。 上 限 这 个 词 有 时 候 表 示 常 数 ， 在 这 里 却 不 是 这 样 。M(n) 说 到 
底 就 是 关于 n 的 函数 。 那 么 ,观察 Po, Pi, PP Ps, Pa 会 发 现 ， 它 们 都 与 斐 
波 那 契 数 列 态 , Fo, Fs, Fa, Fs 相等 。” 

P= = 
P=F= 
B=F= 
PB=F= 
P=Fs=5 

米尔 嘉 用 手指 点 过 1, 2, 3, 4， 在 5 那里 停 下 了 。 








A 








“遗憾 的 是 Ps 不 等 
所 以 依然 可 上 








于 是 我 折 











| 


得 到 





E 测 ， 虽 然 Pn = 











误 
三 


Fe, 尺 























这 样 ， 


P<Fe 


n+l 





这 个 等 式 不 成 立 ， 但 


BP < Fw 




















因为 我 们 知道 Ps 


7, Fe 
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这 个 不 等 式 也 许 是 可 以 成 立 的 。 接 下 来 ， 可 以 证 明 它 确实 是 成 立 的 。 也 就 
是 说 ， 这 里 使 斐 汲 那 契 数 列 Putri 作为 Pn 的 上 限 M(n) 了。 证 明 的 时 候 使 
数学 归纳 法 即 可 。 米尔 嘉 说 。 











































































































根据 斐 波 那 契 数 列 求 分 拆 数 Pn 的 上 限 
假设 分 拆 数 (P) = (1, 12,3,5,7……)， 斐 波 那 契 数 列 (F,) = (0,1， 
1, 2， 3， 5,8, et ) 这 时 ， 对 于 所 有 也 之 0 的 整数 ， 以 下 不 等 式 成 立 。 






































下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 
首先 , 当 n 为 0 和 1 时 ，Pn << 41 成立 。 
然后 ， 对 于 任意 整数 大 > 0， 只 要 证 明 

































































且 
Pe<Frtr A Pr SS Prtr2 < Frr3 





这 个 式 子 成 立 就 可 以 了 。 


为 什么 这 么 说 呢 ? 这 是 因为 如 果 这 个 式 子 成 立 的 话 ， 那 么 
过 有 和 PP < Fr 可 以 得 到 Po < Fa。 
。 由 Pi< Ff2 和 Po < Fs 可 以 得 到 P3 < Fao 
。 由 Po < Fs 和 Ps< Fa 可 以 得 到 Pa < Fso 
。 由 P< fa 和 Ps< Fs 可 以 得 到 Ps < Fe……… 

也 就 是 说 ， 对 于 任意 整数 n>0， 都 有 P< Fri 成 立 。 这 是 数 
学 归纳 法 的 解法 。 这 些 说 明 是 特意 为 泰 条 拉 做 的 补充 说 明 ， 因 为 我 看 
到 她 现在 头 上 有 一 个 大 大 的 问号 。 
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现在 ， 如 果 让 我 们 来 计算 “十 2 元 的 支付 方法 ” 的话， 根据 最 小 面值 
的 硬币 ， 我 们 可 以 把 支付 方法 分 为 以 下 三 种 情况 。 

(1 ) 最 小 面值 的 硬币 为 (的 时 候 

(2 ) 最 小 面值 的 硬币 为 (人 的 时 候 

(3 ) 最 小 面值 的 硬币 大 于 等 于 (8) 的 时 候 

接 下 来 ， 进 行 如 下 操作 ,将 “k 十 2 元 的 支付 方法 ”变更 为 “十 1 元 的 
支付 方法 ” 或 者 是 “kk 元 的 支付 方法 ”。 

We 

“十 1 元 的 支付 方法 ”了 。 

和 去 掉 工 枚 (O]， 这 样 剩 下 来 的 硬币 就 

是 “kk 元 的 支付 方法 ”了 。 而 且 ， 这 种 支付 方法 中 最 小 面值 的 硬币 不 是 QL)。 

( 3) 最 小 面值 的 硬币 大 于 等 于 (8) 的 时 候 : 假设 最 小 面值 的 硬币 为 办) 
取 1 枚 6)， 将 它 进 行 以 下 替换 。 

DHO+ OF 
Coo 
m 一 2 枚 
蔡 换 之 后 , 将 (8) 去 掉 1 枚 , 这 样 剩 下 的 硬币 就 是 “k 元 的 支付 方法 ”了 。 而 有 
这 种 支付 方法 中 最 小 面值 的 硬币 是 (GD)。 

也 就 是 说 ， 按 照 以 上 操作 方法 ， 我 们 可 以 将 任意 的 “k 十 2 元 的 支付 
方法 ”变更 为 “k 十 1 元 的 支付 方法 ”或 者 是 “kk 元 的 支付 方法 ”"。 这 时 ， 变 
更 出 来 的 支付 方法 都 会 不 同 。 换 句 话 说 , 变更 出 来 的 支付 方法 不 会 互相 冲突 。 

可 能 理解 上 会 比较 困难 吧 ， 我 们 来 具体 地 看 一 下 有 十 2 = 9 的 分 拆 ， 
可 以 用 下 面 的 图 表 来 说 明 。 去 掉 的 硬币 用 两 条 线 划 掉 ， 替 换 的 硬币 用 下 划 
线 表 示 。 有 很 多 1 的 地 方 就 用 .… 代替 了 。 






















































































































































































































































































290 第 10 章 分 拆 数 
Po (1) Ps 的 一 部 分 | (2) Pr 的 一 部 分 | (3) Pr 的 一 部 分 
9 会 十 1 十 … 十 1 
8+1 8 十 主 
7 十 2 7 十 和 
ph 7 十 1 十 主 
6 十 3 6 十 3 十 1 
6+2+1 6 十 2 十 主 
6+1+T1+1 6+1 主 
5 十 4 5 十 参 十 1 十 1 
5 十 3 十 1 5 十 3 十 主 
5 十 2 十 2 5 十 2 十 号 
5 十 2 十 1 十 1 5 十 2 十 1 十 主 
5 十 1 十 1 十 1 十 1 5 十 1 十 1 十 1 十 主 
4 十 4 十 1 4 十 4 十 主 
4 十 3 十 2 4 十 3 十 号 
4 十 3 十 1 十 1 4 工 十 主 
4 十 2 十 2 十 1 4 2 十 主 
4 十 2 十 1 十 1 十 1 4 十 2 工 十 主 
4 十 1 十 :十 1 十 1 | 4 十 1 十 … 十 1 十 二 
3 二 3 二 3 3 十 3 十 全 十 1 
二 3 持 人 半生 3 十 3 十 2 十 主 
二 二 业 开 二 二 下 3 十 3 十 1 十 1 十 主 
3 十 2 十 2 十 2 3 十 2 十 2 十 各 
3 十 2 十 2 十 1 十 1 3 十 2 十 2 十 1 十 主 
3 十 2 十 1 十 1 十 1 十 1 1 3 十 2 十 1 十 1 十 1 十 主 
3 十 1 1 二 +1 3 十 1 十 … 工 十 主 
2 十 2 十 2 十 2 十 1 2 十 2 十 2 十 2 十 主 
2 十 2 十 1 十 1 二 112 十 2 十 2 工 十 主 
24 1 1 十 1 2 十 2 十 1 十 …' 十 1 十 主 
1 | 1 十 主 
El 1 二 +1 1 工 十 主 
从 这 样 的 操作 方法 中 我 们 可 以 看 到 ,“k 十 2 元 的 支付 方法 ”的 个 数 不 
可 能 超过 “上 十 1 元 的 支付 方法 ”的 个 数 与 “k 元 的 支付 方法 ”的 个 数 之 和 。 
那么 ， 从 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 对 于 所 有 的 整数 有 > 0， 分 拆 数 Pho， 
PhD Ps 之 间 存 在 以 下 关系 。 
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Prt2 < Pot1i t+ Pe 














Bb 么 ,假设 





且 
Pe<Frtl A Preri < Fert2 

















成 立 ， 结 合 上 述 结果 ， 我 们 可 以 认为 下 述 不 等 式 是 成 立 的 。 





Prt2 < Frr2 十 Fkt1 






































根据 韭 波 那 契 数列 的 定义 ， 右边 与 Fe+3 相 等 。 所以， 以 下 不 等 式 也 成 立 。 








Prt2 < Pkts 








综 上 ， 对 于 任意 整数 大 > 0， 下 式 是 成 立 的 。 


且 
PSFr A Pr SS Pps < Pts 



































通过 数学 归纳 法 的 证 明 可 知 ， 对 于 任意 整数 n>0，Pn < Fu+1 成立。 





























好 了 ， 到 此 为 止 我 们 的 工作 就 结束 了 。 看 来 分 拆 数 Pn 要 比 斐 汲 那 契 
数列 Fu+1 矮 一 头 啊 。 啊 ， 我 们 的 工作 还 没完 ， 还 没 把 问题 10-2 解决 
呢 。 根据 Fr42 = Fk+1 十 Fx， 我 们 可 以 制作 出 以 下 慕 波 那 自 数列 的 表格 。 






























































nl01234556 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 …: 
Fl0 112358 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 …， 





























从 这 个 表 中 可 以 看 出 Fi6 = 987， 所 以 以 下 不 等 式 成 立 。 


Pis < Fie = 987 < 1000 














292 第 10 章 分 拆 数 


Pis < 1000 
所 以 问题 10-2 的 不 等 式 是 成 立 的 。 
好 了 ， 这 下 我 们 的 工作 才 真 正 告 一 段落 。 
我 们 没有 求 出 P 的 通 项 公式 ， 别 说 通 项 公式 了 ， 就 连 Pis 为 多 少 我 
们 都 没有 求 ， 就 完成 了 证 明 。 








r 





下 


































































































解答 10-2 


Ps < 1000 成 立 。 



















































































































































































“ 嗯 ， 那 个 ……” 泰 条 拉 举 起 手 。 

“ 嗯 ， 泰 条 拉 ， 你 有 什么 问题 ?” 米 尔 训 用 手指 了 一 下 。 

“没有 ， 不 是 问 问题 …… 我 也 解 出 了 问题 10-2， 想 做 一 下 发 言 。” 泰 条 
拉 害 卷 地 说 。 

“好 的 啊 ， 那 我 和 你 交 班 。。 米尔 嘉 边 说 边 递 出 粉笔 。 

“没有 , 那个 , 我 很 快 就 会 发 言 完 的 。15 元 的 文 付 方法 我 都 罗列 出 来 了 。 
这 么 一 数 ， 得 到 Pis 的 值 为 176， 

















Pis= 176 < 1000 


所 以 问题 10-2 的 不 等 式 成 立 。” 
泰和 打 拉 边 说 ， 边 挫 开 她 的 笔记 本 给 我 们 看 。 
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米尔 璐 迅速 检查 了 一 下 泰 条 拉 列 举 的 支付 方法 。 
“ 嗯 ， 确 实 是 对 的 。 这 个 ……' 是 泰 杀 拉 艰 苦 奋 战 后 的 胜利 成 果 。 米尔 
咒 苦 笑 着 ， 摸 了 摸 泰 洒 拉 的 头 。 

“呵呵 ， 这 次 总 算 没 有 算 错 。" 泰 末 拉 说 。 


我 什么 都 说 不 出 口 。 


























































































































我 回 到 教室 去 拿 书 包 ， 突 然 觉得 有 点 不 舒服 。 
于 是 我 坐 到 自己 的 位 子 上 ， 趴 在 桌子 上 。 

我 一 味 地 求 通 项 公式 已, 真是 失败 透顶 。 问 题 不 是 特地 写成 了 不 等 式 吗 ? 
虽然 我 得 意 地 解 出 了 生成 函数 ， 可 是 这 对 问题 的 解决 一 点 帮助 都 没有 。 
















































































































































































拿 到 问题 后 ， 能 看 到 目的 地 在 很 远 的 地 方 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 需 要 
9 己 寻 找 一 个 个 小 问题 ， 自 己 寻 找 通 往 目的 地 的 路 。 但 我 却 选 错 了 路 。 我 
以 为 分 拆 数 的 通 项 公式 是 可 以 像 寻 找 斐 波 那 契 数 列 或 者 卡 塔 兰 数 那样 来 求 

































































































































































真是 不 甘心 啊 ! 
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和 人 走 进 教 室 。 听 这 脚步 声 像 是 米尔 嘉 的 ， 脚 步 声 越 来 越 近 。 
只 听 到 米尔 嘉 说 :“ 你 怎么 了 ? 
我 没有 回答 ， 也 没有 抬头 。 
“好 像 情绪 有 些 低落 啊 。” 米尔 嘉 说 。 
疲 静 的 教室 ， 米 尔 嘉 也 一 动不动 。 


沉默 。 
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我 最 终 忍 不 住 抬 起 头 来 。 
和 往常 那 一 本 正经 的 米尔 嘉 不 同 ， 现 在 她 的 表情 有 点 困惑 的 样子 。 


终于 ， 米 尔 嘉 开 始 挥动 手指 。 
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是 斐 波 那 契 手势 。 数 学 爱好 者 之 间 的 问候 语 。 但 是 我 没有 心情 挫 开 手 


回应 她 。 
米尔 需 把 手 放 在 身后 ， 侧 着 脸 说 :“ 泰 洒 拉 ， 很 可 爱 吧 。 
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我 还 是 没有 回答 。 
“我 怎么 也 不 可 能 像 她 那么 
我 …… 仍 然 没 有 回答 。 



































爱 吧 ……” 她 又 说 。 
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教室 里 的 广播 开始 播放 德 伏 扎 克 的 《家 路 》。 

















“我 没有 解答 出 来 …… 因 为 我 走 错 了 路 。” 我 说 。 
“ 吼 …… ”米尔 闫 说 ,“ 在 地 球 上 的 各 个 角落 ,在 庞大 的 时 罕 里 ， 数 委 
家 们 为 了 解决 各 种 各 样 的 问题 一 直 在 探索 。 最 终 什 么 都 没有 发 现 的 人 也 很 多 。 


















































































































































但 是 ， 你 可 以 说 他 们 所 做 的 探索 都 是 没有 意义 的 吗 ? 不 是 ， 如 果 不 探 索 的 
话 ， 能 不 能 找到 方法 谁 也 无 从 得 知 。 如 果 不 试 着 找 找 看 的 话 ， 能 不 能 完成 
也 元 人 知晓 。……… 我 们 都 是 旅途 中 的 旅行 者 。 可 能 会 有 疲倦 的 时 候 ， 也 可 
能 会 有 搞 错 路 的 时 候 。 但 即便 如 此 ， 我 们 还 是 得 继续 我 们 的 旅程 。” 
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“我 …… 我 以 为 自己 很 改 似 的 ， 得 意 洋洋 地 求 出 了 生成 函数 。 可 是 ， 





















































这 对 解决 这 道 题 一 点 意义 部 没有 。 真 像 个 傻瓜 。” 我 说 。 
“如 果 是 这 样 的 话 ……” 米尔 嘉 转 过 头 看 着 我 说 ,“ 如 果 是 这 样 的 话 ， 
B 么 我 来 找 出 需要 使 用 你 找到 的 生成 函数 P(z) 的 问题 吧 。 她 舌 了 笑 ， 又 
次 挥动 自己 的 手指 。 
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还 是 斐 波 那 契 手势 。 


















































接着 ,她 叉 摊 开 自 己 的 手掌 ， 自 己 回应 自己 。 


















































然后 ， 她 将 自己 摊 开 的 手 伸 向 坐 在 位 子 上 的 我 。 温 暖 的 手指 磁 触 在 我 
的 脸颊 上 。 
“如 果 你 昧 了 的 话 , 休息 下 就 好 了 。 如 果 你 走 错 路 的 话 , 返回 就 好 了 。 一 一 
因为 这 一 切 的 一 切 都 是 我 们 的 旅程 。 
她 这 么 说 着 ， 身 子 参 前 倾 ， 突 然 
我 们 俩 的 眼镜 就 要 碰 到 一 起 了 。 
透 过 镜片 ， 我 可 以 看 到 她 那 深 之 的 眸 子 。 
接着 ， 她 又 稍稍 侧 了 侧 脸 ， 慢 慢 地 靠近 我 
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丛 竣 近 我 [e] 
































































































































“如 果 这 时 瑞 谷 老师 出 现 的 话 一 定 会 吓 一 跳 吧 。 我 不 由 自主 地 说 。 
“你 团 嘴 。” 米 尔 圳 说。 





























10.7 ”寻找 更 好 的 上 限 之 旅 





过 了 几 天 。 

放学 后 ， 米 尔 嘉 突然 叫 住 我 。 

她 说 :“ 我 求 出 了 比 辈 波 那 契 数列 更 好 的 分 拆 数 上 限 , 希望 你 能 来 听 听 。 
哦 ， 对 了 ， 再 叫 上 泰 条 拉 。” 
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10.7.1 以 生成 函数 为 出 发 点 
米尔 亮 拿 着 粉笔 站 在 讲台 上 。 
我 和 泰 条 拉 在 教室 的 最 前 排 听 她 “讲课 ”。 除 了 我 们 三 人 之 外 就 没 丰 

其 他 人 了 。 

“ 求 分 拆 数 P 的 上 限 就 是 求 满足 P < M(n) 的 函数 M(n)。 之 前 我 们 

证 明了 斐 波 那 契 数 列 是 分 拆 数 的 上 限 。 接 下 来 , 我 们 要 求 一 个 更 好 的 上 限 。” 

“更 好 的 上 限 是 不 是 指 比 斐 波 那 契 数列 更 小 的 上 限 呢 ? ” 泰 杀 拉 举 起 习 

提问 道 。 
“ 正 是 。 但 这 是 当 nn 为 很 大 的 数值 的 时 候 哦 。 米尔 嘉 简 略 地 回答 道 。 
“另外 ， 我 们 的 出 发 点 就 是 生成 函数 。” 米 尔 嘉 睐 起 眼睛 说 。 
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我 们 的 出 发 点 是 生成 函数 。 首 先 我 们 先 考虑 一 下 分 拆 数 Ps 和 生成 函 
数 P(z) 的 大 小 关系 。 如 果 考 虑 的 范围 是 0< x <1 的 话 ，Pn 乘 以 x” 的 
式 子 就 应 该 比 P(z) 小 。 
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Pr™ < Py) 




















为 什么 这 么 说 呢 ?” 是 因为 生成 函数 的 定义 里 也 包含 有 Pnz” 这 一 项 。 
以 下 式 子 中 , 因为 不 等 号 右边 的 各 项 都 是 正 数 , 所 以 不 等 号 左边 一 定 比 右边 小 。 

































































Px” < Pr +Pzrt+...+ Pr" +... 























对 了 ， 我 们 还 知道 生成 函数 P(z) 的 另 一 种 形式 。 对 ， 也 就 是 乘积 的 
多 式 ( 米 尔 嘉 朝 我 这 里 肯 了 一 眼 )。 所 以 , 不 等 号 右边 可 以 变形 为 以 下 形式 。 


1 1 1 
1 一 Z1 工 一 22 1l1—w 
















































































Pz” < 
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j 边 同时 除 以 z"。 

业 1 1 1 
4 二 Za“ mE 

这 时 ， 不 等 号 右边 要 大 于 Ph， 也 就 是 说 可 以 成 为 上 限 的 候选 。 但 是 ， 
无 限 项 积 很 难 人 处理 。 所 以 ， 如 果 加 上 “最 大 为 n 元 硬币 ”这 个 限制 条 件 ， 
就 可 以 用 下 面 这 个 有 限 项 积 的 式 子 。 

1 J 二 1 1 
| rl 1-z2 1 rx3 1 = 

到 这 个 不 等 式 为 止 ， 我 们 走 的 路 还 算 顺 畅 。 只 是 不 等 号 右边 的 乘积 形 
式 有 点 难 缠 。 这 里 就 要 动 动脑 子 了 。 

我 是 这 样 想 的 。 乘 积 形式 比较 复杂 ， 不 如 把 它 转变 成 和 的 形式 。 把 积 
变 为 和 应 该 怎么 做 呢 ? 
10.7.2 “第 一 个 转角 ” 积 变 为 和 

“ 取 对 数 不 就 好 了 。 取 了 对 数 , 就 能 把 乘积 形式 变 为 和 的 形式 了 。 我 说 。 

“ 正 是 如 此 。” 米尔 嘉 答 道 。 

© © © 
正 是 如 此 。 
1 1 1 1 
| zl 1-z2 1—x3 1 一 27m 
边 同 时 取 对 数 。 这 里 就 是 “第 一 个 转角 ” 了。 我 们 从 家 里 出 发 ， 从 
“寻找 Pi 的 上 限 的 道路 ”转向 “寻找 log。 Pn 的 上 限 的 道路 ”"。 泰 打 拉 ， 这 
些 能 够 明白 吧 。 细 节 讨 论 是 很 重要 的 ,但 是 不 要 迷失 了 大 方 问 。 
1 J 1 1 1 
loge(Pn) < log。 (二 “1x lz 1-z3 i) 
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取 了 对 数 后 就 可 以 变 成 和 的 形式 ， 所 以 就 可 以 求 得 以 下 式 子 。 








1 
log。e Pn < log。 5 





十 lo 上 lo H+- lo 1 | + lo 
Bol zl "Belz "Belz Bl zn 



































看 了 这 人 么 长 的 式 子 真是 令 人 心烦 。 我 们 用 来 表示 ， 这 也 是 一 样 的 。 


. 1 
l 玉芝] -一 ] 一 一 一 
oes Ps < og + Do (oo 1) 



























































好 了 ， 这么 一 来 问题 就 分 为 了 东西 两 条 路 ,也 就 是 “分 叉 路 "。 但 
我 们 还 会 回 到 这 里 的 ， 所 以 先 要 好 好 记 住 这 个 地 方 哦 。 


1 “ 1 
log。 ya < log。 Zn 四 时 >， (es 1) 
= 


Ne 
“西边 的 山 丘 ” “东边 的 森林 ” 






































































































































如 果 朝 西 前 进 的 话 ， 就 会 碰见 “ 山 丘 "， 如 果 朝 东 前 进 的 话 ， 就 会 碰 
见 “ 和 森林 ”。 

















10.7.3 “东边 的 森林 ”泰勒 展开 
先 ， 我 们 来 讨论 一 下 “东边 的 森林 ”。 
“东边 的 森林 "= > (log。 了 ) 

六 
东边 的 森林 由 n 棵 树 组 成 。 下 面 我 们 就 来 寻找 组 成 “东边 的 森林 ”的 “ 东 
边 的 树木 "， 也 就 是 log。 x 的 上 限 。 
现在 摆 在 我 们 眼前 的 问题 是 要 讨论 以 下 函数 。 



















































































“东边 的 树木 ”= log。 一 
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在 考虑 这 个 区 




















数 之 前 ， 我 们 先 




















f(t) = log。 7— 








用 换 元 六 


将 t= 二 x* 代 入， 考虑 函数 f(t)。 


三 汐 

























































































































































































































































































我 想 先 研究 函数 f(t)。 该 怎么 做 才 好 呢 ?” 泰 条 拉 , 你 说 说 看 该 怎么 做 呢 ? 
©O © © 
“ 啊 ? 我 吗 ? 我 还 不 是 很 了 解 log 是 什么 ， 不 好 意思 啊 。” 泰 灯 拉 说 。 
“你 不 了 解 的 函数 f(t) 在 这 里 噢 。 泰 条 拉 , 你 看 你 看 。 你 不 是 还 写 着 “一 
生 都 不 会 忘记 ” 的 吗 ?” 米 尔 嘉 说 。 
“ 啊 ! 是 泰勒 展开 ! ” 泰 打 拉 大 声 叫 道 。 
“ 嗯 ”米尔 嘉 说 ,“ 利 用 泰勒 展开 把 f(t) 改写 成 需 级 数 看 看 。 
©O ©O ©O 
利用 泰勒 展开 把 f(t) 改写 成 徊 级 数 看 看 。 
对 对 数 函数 进行 微分 , 就 需要 了 人 解 复合 函数 的 微分 , 这 里 只 写 一 下 结果 。 
利用 泰勒 展开 可 以 将 函数 jb = log。 -三 展开 为 以 下 的 窜 级 数 形式 。 
i、 e 1 
“东边 的 树木 ”= log。 -一 
让 
二 二 本 这 主 0<t<1l 
如 果 我 们 再 回 到 t = z* 的 话 , 就 可 以 得 到 “东边 的 树木 ”的 需 级 数 展开 。 
1 rk x2* 3 三 六 
loge。 ik = 1 t+ 加 3 EO0<w <1 
































































































































根据 这 个 式 子 , 取 关 于 二 1,2,3,…,n 的 和 , 也 就 是 靠 “东边 的 树木 ” 








来 创造 “东边 的 森林 ” 


o 
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“东边 的 森林 ”= 1 ‘东边 的 树木 ” 
































再 进行 泰勒 展 
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pa 
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内 侧 的 和 也 用 来 表 














然后 调整 求 和 的 顺序 。 









































于 m 不 受 内 侧 的 汇 约 束 ， 因 此 可 以 把 



































展开 内 侧 的 并 ， 验 证 一 下 自己 的 想法 。 


























我 们 在 中 途 调整 了 求 和 的 顺序 。 通 过 无 穷 级 数 来 调整 求 和 的 顺序 时 ， 
各 几 个 需要 注意 的 地 方 ， 但 是 在 此 我 们 就 不 深究 了 。 
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好 了 ， 我 们 在 这 里 歇 一 区 吧 。 因 为 我 们 现在 要 求 的 是 上 限 ， 所 以 我 们 
寻找 比 “ 东 边 的 森林 ”更 大 的 式 子 。 于 是 , 我 们 将 有 限 项 和 变 成 无 限 项 和 ， 
后 用 不 等 号 连接 。 变 成 无 限 项 和 是 为 了 利用 等 比 数列 的 求 和 公式 。 我 们 


继续 讨论 。 











































































































» Cl 
东边 的 森林 ”= >， ( A -0 

















将 内 侧 的 有 限 项 和 变 成 无 限 项 和 ， 用 不 等 号 连接 。 




















远 > ， 二 (im 十 za a 


= 











受 设 0 < zx” < 1， 利 用 等 比 数列 的 求 和 公式 可 得 到 下 式 。 

































































到 此 为 止 我 们 停 一 下 。 这 里 同样 不 用 求 最 后 的 公式 。 因 为 现在 我 们 求 
的 是 上 限 ， 所 以 只 要 比 这 个 式 子 大 就 可 以 了 。 我 们 来 观察 一 下 分 数 了 如 
手 1 -2z"。 如 果 用 比分 了 母 更 小 的 式 子 来 代替 这 个 分 母 的 话 ， 又 可 以 
制造 出 一 个 不 等 式 。 

这 样 做 好 吗 ? 我 们 现在 所 做 的 是 “建立 容易 处 理 的 式 子 ”和 “建立 稍 
大 一 些 的 式 子 ”的 交换 。 这 里 我 们 没有 “建立 容易 处 理 的 式 子 ”"， 而 是 做 出 
受 协 , 使 上 限 大 了 一 些 。 每 妥协 一 次 ， 就 会 出 现 一 个 不 等 号 。 


那么 ,我 们 再 接着 讨论 “东边 的 森林 ”。 
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下 
mm l= 





“东边 的 森林 ”< 》、 
m=1 
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pH 


了 因 式 分 解 。 


Eee 
= 5 二 


Ti 

















7X) (1 二 w+ 








， 这 样 就 建立 





























因为 有 m 个 






































rm™-1 


， 所 以 可 以 表示 成 积 的 
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地 











。” 米尔 嘉 朝 泰 人 条 拉 调 


























“ 嗯 ?米尔 避 ， 为 什么 说 我 一 定 会 大 声 叫 起 





好 这 


后 ， 泰 打 拉 一 定 会 大 声 叫 起 来 











79 
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E? 


泰 条 拉 不 明 F 











来 








试 试看 吗 ?” 米尔 嘉 说 。 





“你 要 














yd 


(2).m. zm-l 


Ce 


“东边 的 森林 ”< 》 二 


m=1 
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“ 啊 ! ”泰和 洒 拉 惊 叫 起 来 。 


把 不 受 于 约束 的 因 式 提取 出 来 . 
































“你 看 ， 我 说 吧 。” 米 尔 嘉 说 。 


ul 








利 












































这 是 巴塞 尔 问 题 ! 是 是 写 ， 
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是 这 个 1” 


正 是 如 此 。 米尔 需 竖 起 食指 。 
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> 1 
Di 








泰 洒 拉 叫 道 。 
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FE 是 如 此 。 这 里 我 们 借用 一 下 欧 拉 老师 解 出 来 的 





= 巴塞 尔 问题 














[日 
雌 





] 这 个 结论 ， 我 们 继续 往 下 讨论 。 
“东边 的 森林 ”= Se 
1 
S 二 
ee 巴塞 尔 问题 
关于 “东边 的 森林 ”的 讨论 就 到 此 为 止 了 。 
对 了 , 考虑 到 后 面 的 步 又 , 我 们 先 暂时 用 换 元 法 假设 1 = 
























































边 的 森林 ”就 可 以 写成 以 下 形式 。 








E 尔 问题 的 结论 。 





“东边 


10.7.4 


的 森林 ”的 上 限 


“西边 的 山 丘 ”调和 数 





旅途 已 经 走 了 一 半 了 。 现 在 我 们 回 到 那个 “分 义 路 口 ”, 这 次 我 们 往 “ 西 
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边 的 山 丘 ” 前进。 
假设 0< xz<1， 然 后 讨论 log。 去 。 
和 刚才 一 样 ， 先 用 换 元 法 假设 t= Ei。 根据 0<x<1 这 个 条 件 可 
以 求 得 0 <t 另外 ，z 可 以 变形 为 2 二 二 。 
es a 1 
西边 的 山 丘 ”= log。 5 
1 
= nlog, — 根据 log。a” = nlog。a 
z 
t 二 +1 
= nlog。 - jt 表示 Zz 
下 
= nlog。 (4 十 1) 

















这 里 我 们 来 关注 一 下 log。(1 十 二 )。 




















假设 wu = 证， 我 们 研究 一 下 在 大 






































































































































于 0 的 时 候 loge(1+z2) 的 情况 。 方 法 就 和 研究 调和 数 的 方法 相似 。 我 们 
画 一 下 “西边 的 山 丘 ”的 平缓 的 图 像 吧 。 
yh 
和 的 而 积 是 
曲线 的 方程 式 是 y= 二 一 一 | 
工 十 亿 | 
h 
0 阴影 部 分 的 面积 是 log。(1 十 了 





sy 
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对 于 w > 0， 因 为 长 方形 的 面积 大 于 阴影 部 分 的 画 
建立 以 下 不 等 式 。 
loge(l+u)<u 
因为 = 主 ， 所 以 可 得 








1 1 
1 下 站 :三 全 
og ( +1) < 


因此 ， 我 们 能 求 得 以 下 式 子 。 


1 
log。 二 nlog。 @ 十 1) 去 一 
J t t 


























好 了 ， 对 于 “西边 的 山 丘 ”的 讨论 就 到 此 为 止 。 



































5S 
oa 
0 
3 
和 人 




















Nn 
7 t>0 
这 里 假设 t= 各 。 
10.7.5 ”旅行 结束 
好 了 ， 让 我 们 忆 回 到 “分 又 路 口 ”"”， 快 点 快 点 。 















































西边 的 山 








闪 ， 所 以 我 们 可 以 


仑 后 ， 我 们 得 

















利用 “东边 的 森林 ”和 “ 
到 了 以 下 不 等 式 。 


”对 log。 Pn 进行 讨 t 





VE 0 


loge。 Pn < 
Oge t 6 





还 差 一 点 点 。 下 面 我 们 给 以 上 式 子 的 右 侧 表 
















































































上 > 0 时 函数 g(t) 的 最 小 值 ， 因为 使 用 这 



































个 最 小 值 可 以 压制 住 









































log, Pn 的 值 。 
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晤 
Nn T 
人 一 一 十 二 
g(t) 三 二 十 
2 
物 ”和 机 
g(t) = 一 丈 二 微分 后 











因为 方程 式 g'(t) =0 的 解 为 上 t= 土 Ysn ， 所 以 在 +> 0 的 范围 内 考虑 
的 话 ， 可 以 得 到 以 下 增 减 表 。 






































a 
g'(t) 一 | 0 |+ 
g(t) Nv | 最 小 | 这 

















根据 图 表 可 知 ， 最 小 值 为 以 下 形式 。 


(全 -学 

































































为 了 更 方便 理解 ,我 们 将 图 画 成 以 下 形式 。 求 方程 式 g(t) =0 的 解 
是 为 了 寻找 这 个 图 中 切线 呈 水 平 形状 时 的 点 。 
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因为 现在 我 们 关心 的 是 n， 所 以 我 们 先 把 那些 复杂 的 常数 归纳 起 来 统 
称 为 K。 



































log。 Pn <K.Vn 这 里 K = Ms 

















始 我 们 在 “第 一 个 转角 ”处 取 了 对 数 ， 这 次 我 们 要 取 对 数 的 相反 
1 果 我 们 回 到 转角 处 ， 就 可 以 看 到 家 了 。 
























































NS 
此 
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yc 





























已 <eg ynr 这 里 K = Ye 








好 了 ， 我 们 的 工作 可 以 暂时 告 一 段落 了 。 
虽然 经 历 了 长 途 跋涉 ， 但 是 终于 还 是 回 到 了 家 。 一 一 欢迎 你 回来 。 






































| 分 拆 数 己 ,的 上 限 之 一 




















tt 
全 
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1 
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. 
| 已 <esv” 这 
1 
1 
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求 log。P, 的 上 限 < .WN 的 “旅行 地 图 ” 

















log. Pn 
| 六 
log。 去 十 》， (es 可 
B=] 
“西边 的 山 玉 ” “东边 的 森林 ” 





| 


“西边 的 出 丘 ” 《一 “分 又 路 口 ” 一 人 “东边 的 森林 ” 
|< |< 
元 2 


> | t * 6 t 





























rl3 
S 
习 





V6r 














10.7.6 ” 泰 末 拉 的 回顾 
我 和 徐 末 拉 共 同 享 受 着 米尔 嘉 的 长 途 之 旅 。 虽 然 有 几 人 处 想 确 认 一 下 ， 
但 不 管 怎 样 ， 长 途 之 旅 终于 结束 了 …… 在 扎 寻 数学 公式 ， 现 在 终于 可 
以 跨 口 气 了 。 
我 看 了 看 泰 条 拉 ， 她 一 副 认真 的 表情 ， 沉 默 着 不 膏 讲 
“ 咀 ， 泰 末 拉 ， 你 该 不 会 诅 丧 起 来 了 吧 ? ”我 小 声 问 她 。 
“没有 ， 没 什么 ， 我 一 点 都 没有 诅 展 。 泰 淋 拉 爽 明 地 笑 了 笑 说 ,“ 在 
米尔 嘉 的 推导 过 程 中 ， 我 不 明白 的 地 方 有 很 多 。 但 是 ， 我 一 点 都 不 泪 形 。 
因为 我 明白 的 地 方 也 有 不 少 。 
泰 末 拉 点 了 点 头 又 继续 说 道 : “不 知道 为 什么 , 我 觉得 自己 动 足 了 脑筋 ， 
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和 
是 把 握 住 了 。 然 后 ， 看 到 有 那么 多 武器 出 现 真 


了 啊 。 昌 然 有 很 多 地 方 还 没 在 











完全 理解 ,但 是 大 方向 我 算 




















































































































。 取 对 数 




















多 成 简便 形式 ， 而 是 稍稍 扩大 上 限 的 范围 






























































把 积 的 形式 变 为 和 的 形式 
。 利 用 无 穷 级 数 的 求 




















。 人 到 | 攻 
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全 时 利用 泰勒 展开 














。 复 杂 的 


。 欧 拉 老 几 























也 方 用 换 元 法 

















的 巴塞 尔 问 题 



































。 为 了 求 最 小 值 进 行 微 分 并 制作 增 减 表 …… 



































“ 拿 到 了 这 些 武 器 之 后 ， 自 己 去 打磨， 然 


种 活力 四 射 的 行动 。 米 尔 串 不光 解答 了 已 有 的 
活 现 的 感觉 …… 从 “转角 人 处” 到 “分 又 路 口 ', 然后 再 是 “东边 的 森林 ”和 “ 西 
玫 




































































































































































































































































是 有 趣 极 了 。 手 持 武 器 进行 


后 直面 问题 ， 我 感受 到 了 这 
问题， 还 传达 给 我 一 种 活 灵 



























































边 的 出 丘 ”……' 我 也 好 想 自 己 发 现 这 些 东西 ! 我 还 想 再 多 学 一 点 ! 米尔 嘉 ， 
谢谢 你 。 虽 然 我 还 不 能 熟练 地 运用 这 一 件 件 武 器 ， 虽 然 在 使 用 这 些 武器 之 
前 我 必须 先 学 习 如 何 得 到 这 些 武 器 , 但 是 我 会 努力 的 ! ” 泰 洲 拉 握 紧 拳 头 说 。 





10.8 ”明天 见 








我 们 三 个 人 在 回 家 的 路 上 还 在 继续 讨论 。 泰 条 拉 兴 高 采 烈 地 不 停 地 问 
着 问题 ， 我 一 一 作答 ， 米 尔 嘉 时 不 时 地 作 些 计 


进行 看 。 












































EF 论 。 我 们 的 对 话 








以 这 利 


方式 























终于 , 我 们 穿 过 了 3 








my 




















“时 
























































二 的 和 








那 条 小 路 , 来 到 了 和 往常 一 相 























































































































10.8 








明天 见 3 
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的 地 铁 站 。 





































































































































































































































































































如 果 是 平时 的 话 ， 米 尔 喜 会 一 个 人 匆匆 回 家 ， 而 今天 泰 淋 拉 却 准备 跟 
着 她 走 。 

“ 喷 ? 泰 人 条 拉 ， 你 今天 为 什么 朝 那 里 走 啊 ? ”我 问 。 

“了 呵呵， 我 今天 和 米尔 嘉 一 起 去 书店 。” 她 管道 。 

啊 ， 原 来 如 此 。 她 们 俩 现在 关系 还 真 好 。 

“那么 ， 我 们 先 走 了 。 明 天 见 。 米尔 嘉 说 。 

“学 长 ! 我 们 明天 再 一 起 做 数学 噢 ! ” 

泰 采 拉 大 声 说 完 ， 就 和 米尔 嘉 并 排 走 了 。 

离开 的 两 人 。 

被 留 下 的 我 。 

一 路 上 说 说 笑 笑 ， 突 然 变 成 我 一 个 人 还 真有 点 寂寞 呢 。 

我 们 现在 上 同一 个 高 中 。 可 是 ， 总 有 一 天 ， 我 们 会 分 开 ， 分 别 走 抽 
己 未 来 的 道路 。 不 管 我 们 现在 共同 拥有 多 少 东 西 ， 我 们 共同 拥有 的 时 间 和 
空间 都 是 有 限 的 。 天 下 没有 不 散 的 篷 席 。 我 感到 有 点 心痛 。 

对 面 ， 泰 沙拉 和 米尔 嘉 在 耳语 着 什么 。 最 终 ， 他 们 两 人 朝 我 这 里 回 过 
头 来 。 

起 次 村 

泰 条 拉 高 高 地 举 起 右手 ,拼命 地 朝 我 挥手 。 米 尔 嘉 则 安静 地 举 起 右手 。 
突然 ， 她 们 俩 同时 朝 我 挥动 起 手指 。 
































系 条 拉 嘴 里 说 着 :“1, 1,2,3。” 
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啊 ， 是 斐 波 那 契 手势 ， 而 且 还 是 两 个 人 一 同 给 我 做 手势 。 























我 普 笑 了 一 下 
确实 ， 时 间 和 空间 是 有 限 的 。 确 实 ， 我 们 总 会 有 分 开 的 时 候 。 但 是 正 
因为 这 样 ,我 们 才 会 努力 学 习 , 我 们 才 会 努力 前 进 。 我 们 的 信仰 是 享受 数学 。 








































































































因为 “数学 穿越 时 空 "。 






































闫 起 ， 向 两 个 数学 女孩 回应 。 











语 
出 
I 
可 
可 
比 
(Lu 

















于 是 ， 我 们 的 故事 就 这 样 结束 了 。 

但 是 ， 我 们 能 够 发 自 内 心地 说 

那些 人 永远 幸福 地 生活 下 去 了 。 

实际 上 ， 对 那些 人 来 说 ， 真 正 的 故事 才刚 刚 开始 。 

无 论 是 在 这 个 世上 度 过 的 平淡 一 生 ， 还 是 在 纳 尼 亚 王 国 经 历 的 奇幻 历险 ， 
都 只 不 过 是 书 的 封皮 而 已 。 

一 一 克利 夫 ，. 刘易斯 ,《 最 后 一 战 》 





下 





春天 。 





“ 老 一 师 ! ” 














个 女孩 子 突然 闻 进 
“老师 ， 你 看 
“对 哦 ， 因 为 是 





教师 



































sw, 
可 





狐 学 期 】 











办 


看 ， 我 们 变 二 年 级 啦 。” 
阿 。 你 的 论文 呢 ? 








” 我 说 0 











我 。 这 次 可 是 花 了 大 力气 哦 。 


大 











样 就 证 














的 ， 完 全 正确 





9 原 




















来 如 


明 


上 





7 全 Jo 


= 





UL, 
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老师 ， 


全 都 写 


ks 


如 





99 
o 

















下 了 呀 





























“ 当 我 不 能 心算 时 





束 只 站 


4» 
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引用 笔算 了 。 即 人 

















是 相差 太 多 了 。 对 了 , 老师 
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六 





是 这 样 ，176 和 



































表示 分 拆 数 的 通 ] 





为 Pis 等 
J 呀 ? ”女孩 把 笔记 


页 公式 已, 呀 ? 





176; 


= 





小 








1000 也 实在 




















”她 问 道 。 


























“ 嗯 ， 应 该 算是 有 的 。 我 说 。 











解答 10-5 (分 拆 数 的 通 项 公式 PP ) 





ee 5 Ge= 上 
d | sinh 一 一 一 疆 
P, = Ax(n)VE E 
pr em) dn ( ne 本 ) 
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“老师 ， 这 个 看 上 去 毫 无 逻辑 的 式 子 是 什么 呀 ? ”她 问 道 。 
“是 不 是 被 吓 一 跳 ? 这 是 1937 年 汉 斯 . 拉 德 梅 彻 推 导出 的 公式 。” 我 说 。 
“这 样 啊 …… 不 对 ， 等 等 哦 。Axk(n) 是 什么 呀 ?这 可 没有 被 定义 哦 。” 
她 问 道 。 
“ 噢 ,你 注意 到 啦 。 你 能 提出 这 个 问题 , 说 明 你 认真 看 了 这 个 数学 公式 。 
关于 Ak(n) 是 什么 这 个 问题 ， 老 师 我 也 不 能 一 言说 尽 ， 但 是 将 1 开 24 次 
方 根 , 最 后 总 会 形成 一 个 有 限 和 。 详 细 解 说 可 以 看 看 论文 挑战 一 下 。 我 说 。 
“ 哇 ， 原 来 这 样 呀 。” 她 说 。 
“总 而 言 之 ， 关 于 整数 的 分 拆 数 这 一 问题 ， 里 面 还 隐藏 着 好 多 好 多 宝 
藏 呢 。” 我 说 。 
“老师 ， 先 不 说 数学 问题 ， 这 张 照片 是 老师 的 女 朋 友 吗 ? 叫 …… 这 是 
在 欧洲 吧 ? ”她 突然 问 道 。 
喂 喂 ， 不 可 以 随便 看 别人 的 信 哦 。 我 说 道 。 
款 ， 这 封 信 也 是 其 他 女孩 子 写 给 你 的 ? 这 张 照 片 也 是 …… 不 是 在 日 
本 吧 ， 到 底 是 哪里 呀 ? ”她 笑 道 。 
喂 ， 别 拿 走 啊 。” 我 急 了 。 


老师 ， 你 很 有 人 和 气 嘛 。 那 女孩 子 咯咯 咯 地 笑 了 。 
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的 朋友 。 





wh 
问 




















“不 是 ， 其 实 不 是 你 想 的 那样 。 这 两 个 女孩 子 都 是 老师 很 重 
从 高 中 开始 ， 我 们 就 一 起 探索 数学 世界 。” 我 说 。 
“ 哇 ， 是 这 样 啊 。 老 师 也 有 自己 的 高 中 时 代 啊 。” 她 说 。 
“当然 了 。 好 了 ， 快 回去 吧 ! ” 
“等 老师 你 给 我 布置 了 任务 ， 我 就 回去 。 



























































































































































我 把 卡片 递 给 她 ， 女 孩 伸 出 双手 蔡 敬 地 收 下 了 。 
“ 喷 ， 老 师 ， 这 次 是 两 张 吗 ? ”她 问 道 。 
“对 的 ， 这 张 是 给 你 的 ， 另 一 张 是 给 他 的 。 我 说 。 
“ 呵 ， 好 的 ， 知 道 了 。 打 扰 您 了 。 女孩 子 微微 一 笑 ， 挥 动 了 下 手指 。 
我 挫 开 手掌 回应 她 ， 她 满足 地 离开 了 教师 办 公 室 。 

















































































































春天 到 了 啊 。 
透 过 教师 办 公 室 的 袜子 ， 已 经 可 以 看 到 到 处 是 盛开 的 樱花 ， 我 不 由 得 


想到 了 那 时 的 故 寻 






























































Hl 
o 


摊 开 手掌 ， 取 得 更 丰硕 的 果实 。 


关于 这 个 伟大 的 任务 ， 
我 想 就 需要 读者 们 共同 努力 了 。 
我 期 待 着 。 


欧 拉 [25] 





















































我 觉得 对 于 数学 的 “热爱 ”与 男孩 子 对 女孩 子 的 爱 莫 之 情 有 些 相 似 之 处 。 
想方设法 地 去 解数 学 难题 ， 可 是 怎么 也 算 不 出 答案 ， 连 一 点 线索 都 没 
这 个 问题 不 知道 为 什么 就 是 很 有 魅力 ， 怎 么 也 无 法 筷 怀 。 这 个 
问题 背后 一 定 隐藏 痢 某 些 美好 的 东 
道 
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道 那个 女孩 的 想法 ， 她 是 不 是 喜欢 我 呢 ? 我 不 知道 答案 是 什么 
真是 令 人 心急 。 那 女孩 的 模样 ， 一 直译 现在 我 脑海 中 
不 知道 这 本 书 有 没有 把 这 种 感情 传达 给 你 呢 ? 
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我 是 从 2002 年 起 开始 创作 这 本 书 的 ， 并 把 内 容 都 公开 在 了 网 站 上 。 
看 了 我 写 的 故事 ， 很 多 读者 非常 热情 地 给 我 留言 ， 鼓 励 我 ， 支 持 我 。 如 果 
没有 那些 鼓励 ， 臣 怕 我 也 不 会 想到 把 这 个 故事 写成 书 出 版 的 。 在 此 ， 我 再 
次 向 他 们 表示 玄 心 的 感谢 。 谢 谢 大 家 ! 
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本 书 也 使 用 了 ISTEX2e 和 Euler 字体 (AMS Euler) 排 版 ，Euler 字体 












































以 欧 拉 的 名 字 命 名 ， 是 一 种 用 于 数学 公式 的 字体 ， 看 起 来 像 是 会 书法 的 数 
学 家 手写 的 。 
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书 中 的 插图 使 用 了 大 能 一 弘 先 和 



































我 还 要 对 阅读 了 我 的 原稿 并 提 





EE 








在 排版 时 参考 了 奥 村 睛 彦 老 师 的 《 众 TEX 2e 精美 文献 制作 入 门 》 一 书 ， 





忆 


DB 先生 ) 开 发 的 emath， 在 此 一 


宝贵 意见 的 以 下 各 位 表示 衷心 的 感谢 。 


青木 久 雄 、 青 木 峰 好 、 上 原 隆 平 、 植 村 光秀 、 金 和 撩 八 十 男 ( 气 体 
控制 研究 所 )、 川 岛 徐 哉 、 田 上 崎 睛 明 、 前 原 正 英 、 三 宅 喜 义 、 矢 野 勉 、 


山口 健 史 、 吉 田 有 子 。 






















































































在 此 向 你 们 表示 详 心 的 感谢 。 
另外 ， 我 还 要 感谢 在 本 书 的 创作 过 程 中 一 直 积 极地 支持 我 的 野 沪 
主编 ， 以 及 在 策划 此 书 时 给 了 我 很 大 鼓励 的 中 岛 续 子 老师 。 
















































































各 位 读者 、 经 常 访问 我 的 网 站 的 朋友 们 、 一 直 为 我 祈福 的 基督 教 友 们 ， 


过 壮 
本- 夫 












































谢谢 我 最 亲爱 的 妻子 和 我 的 两 个 儿子 ， 特 别 要 感谢 读 了 我 的 原稿 给 我 
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意见 的 长 子 。 
遵 将 此 书 献 给 我 们 的 老师 一 欧 拉 老师 。 























































































































见 ， 那 该 是 多 么 美妙 的 事情 呀 。 














Q@ 这 里 是 指 日 文 原版 书 。 一 一 译 者 注 


























最 后 ， 真 的 非常 感谢 你 阅读 我 的 书 ， 将 来 ， 如 果 我 们 能 在 菜 个 地 方 相 
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本 书 中 将 参考 文献 和 导读 按照 以 下 方式 进行 了 分 类 , 但 是 这 毕竟 仅 供 参考 ， 
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寺 记 ， 摘 述 了 欧 拉 是 如 何 活 跃 在 各 行 各 业 ， 以 及 他 和 和 喘 
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作品 集 。5 +7+5 = 17 也 是 质数 哦 了 。 
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本 书 是 画 生 的 参考 书 ， 主 要 讲解 了 场合 数 的 相关 内 容 。 书 中 还 
出 现 了 许多 含有 卡 塔 兰 数 Cn 的 有 趣 问 题 。 在 《数学 女孩 》 的 第 了 7 章 提 
到 了 求 卡 塔 兰 数 的 通 项 的 方法 ， 就 是 参考 了 本 书 。 
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法 的 圣经 。1.2.8 节 中 对 生成 函数 进行 了 详细 的 介绍 ， 将 其 


















































达 式 的 极为 有 效 的 工具 。 男 外 ，2.3.2 市 介绍 了 0 ] 













































































算数 式 来 处 理 微分 

















问题 。 书 中 还 有 很 多 关于 调和 数 、 二 项 式 定 理 、 和 






































的 计算 等 《数学 女孩 》 ' 涉 及 的 内 容 。 
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于 排列 组 合 和 分 拆 的 各 种 算法 ， 从 数学 的 角度 进行 了 
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多 关于 离散 函数 的 有 趣 问 题 。《 数 学 女孩 》 第 10 章 






































上 界 ” 的 方法 就 参考 了 本 书 10.7.2 的 定理 。 
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欧 拉 亲自 撰写 的 关于 无 穷 级 数 的 图 书 。 读 者 可 以 通 
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过 欧 拉 亲笔 所 写 的 文章 品味 到 天 马 行 空 地 计算 无 限 积 和 无 限 和 的 趣味 。 
欧 拉 所 想到 的 e 和 % 等 符号 也 会 在 本 书 中 出 现 。 通 过 本 书 ， 我 们 能 够 
跨越 时 空 去 体验 欧 拉 不 停 地 计算 各 种 具体 算式 的 场景 。 
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我 们 是 因为 喜欢 才学 习 的 

没有 必要 等 老师 ， 也 没 必要 等 到 上 课 ， 
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